1. Rownanie przewodnictwa cieplnego w cialach stalych
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Przewodzenie ciepla przez element ciala

Tlos¢ ciepta wptywajacego w czasie dt do rozpatrywanego ele-
mentu przez powierzchni¢ dydz odlegta od poczatku uktadu

wspolrzednych o X
dQ, = q,dydzdt (1.1)
Ilos¢ ciepta wyptywajacego w czasie dt z rozpatrywanego ele-

mentu przez powierzchni¢ dydz odlegta od poczatku uktadu

wspotrzednych o x + dx

dQy = [qx + a;x dxj dydzdt (1.2)
X

Roéznica pomiedzy cieptem doptywajacym a odplywajacym w

kierunku x wynosi

de = dQ)’( - dQ;(,
(1.3)

__ 6& dxdydzdt = - 6& dvdt
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gdzie dV =dxdydz jest objetoscia rozpatrywanego elementu.
Analogicznie réznica pomiedzy cieptem doptywajacym a od-

ptywajacym wzdhuz pozostatych osi wynosi

dQ, = dQ} —dQ;

% (1.4)

aqy
=——2dxdydzdt = - dvdt
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sz = dQ; - ng
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_ % dudlydzdt = — 2 gyt (15)
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Wewnatrz elementu moga dziataé zrodta ciepta, ktorych wydaj-

no$¢ definiuje si¢ nastepujaco

_dQ, | W
W = vt {mS} (18)

Dla przewodzenia ciepta przy stalym ci$nieniu bilans energe-

tyczny elementu ma postac
dQ'—dQ"+dQ,, =dl 1.7)

czyli

(dQ; +dQ; +dQ; )—(dQy +dQj +dQ})
(1.8)

+q,dVdt = pc,dV %dt

Po podstawieniu do (1.7) zaleznosci (1.3) - (1.5) dostajemy
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(1.9)
ot

=pc,dV —dt
PCp P
Rownanie (1.9) dzielimy przez dVdti podstawiamy do niego

prawo Fouriera

qy = —/’LZ—I (1.10a)



qy=-4A— (1.10b)
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a=-2T (1100

Otrzymujemy w ten sposob rownanie przewodnictwa cieplnego

ox\_ ox) oy\ oy) oz\ oz

(1.11)
_ oT
= pcp E
Dla A =const rownanie (1.11) mozna zapisa¢ jako
LIRS T (1.12)
ot PCh
gdzie
2 2 2
VZT:612-+8-£+812- (1.13)
ox® oy° oz
jest laplasjanem temperatury. Wielkos¢
2
a=" {m—} (1.14)
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nazwana zostata wspofczynnikiem dyfuzyjnosci cieplnej lub

wspolczynnikiem wyrownywania temperatury.

Szczegdlne przypadki rOwnania przewodnictwa cieplnego przy

A =const

W ciele nie dziatajg wewnetrzne zrodta ciepta (rownanie Fou-

riera)

T _avor (1.15)
ot



Brak wewnetrznych zrodet ciepta, przewodzenie stacjonarne

(rownanie Laplace’a)
av’T =0 (1.16)

Dla przypadku jednowymiarowego rownanie (1.16) przyjmuje

postac

d’T
— =0 1.17a
2 (1.17a)

lub

ar = const (1.17b)
dx

Wewnetrzne zrodia obecne, przewodzenie stacjonarne (rowna-

nie Poissona)

aveT +- M _g (1.18)
PC,

2. Warunki graniczne

Warunek poczatkowy
T(xY,2,0)=f(xY,2) (2.1)

Warunki brzegowe
Warunek brzegowy pierwszego rodzaju
Znany jest rozktad temperatury na brzegu ciata w dowolnej

chwili
T, (t)= () (2.2)

Warunek brzegowy drugiego rodzaju
Znana jest gesto$¢ strumienia ciepla na brzegu ciala w dowol-

nej chwili
G (t)=9() (2.3)

Warunek brzegowy trzeciego rodzaju



Znana jest temperatura osrodka otaczajacego ciato oraz zalez-
no$¢ opisujaca wymiang ciepta pomigdzy ciatem a tym osrod-

kiem

A [‘Z_UW =a(T,~T¢) (2.4)

gdzie (Z—;j oznacza pochodng w kierunku normalnym do po-
w

wierzchni ciata, rowng dlugosci wektora grad T.

Warunek brzegowy czwartego rodzaju

Wymiana ciepla z otoczeniem na drodze przewodzenia

Tor (1) =Ty (1) (2.5)
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3. Rozwigzanie réwnania Laplace’a dla przypadku jedno-

wymiarowego

d°T(x) _
dx?

0 (3.1)
z warunkami brzegowymi pierwszego rodzaju

T(x=0)=T,, (3.2)
T(x=9)=T,, (3.3

Roéwnanie catkujemy dwukrotnie

ar(x) _
o C, (3.4)
T(x)=Cx+C, (3.5)

W celu wyznaczenia statych catkowania w rozwigzaniu ogdl-

nym wykorzystujemy warunki brzegowe

T, =C-0+C, =C, (3.6)



Ty =C0+C, (3.7)
Z rownania (3.6) dostajemy

C,=Tu (3.8)
a z rOwnania (3.7)

TW2 _Twl

C:
. 5

(3.9)

Rozwigzaniem szczegdlnym rownania (3.1) spetniajagcym row-

nanie (3.1) i warunki brzegowe (3.2) i (3.3) jest funkcja
T(x) :@xﬂm (3.10)

SPRAWDZENIE

Rozwigzanie (3.10) podstawiamy do rownania (3.1). Po dwu-

krotnym zrozniczkowaniu otrzymujemy tozsamos¢ 0 = 0.
Do réwnania (3.10) podstawiamy x = 0 i otrzymujemy
T(0)=Ty

Do réwnania (3.10) podstawiamy x = & i otrzymujemy
T(6) =Ty,

4. Rozwiazanie réwnania Poissona dla przypadku jednowy-

miarowego

2
adT—gX)_Fi:O (41)
dx PC,

z warunkami brzegowymi pierwszego rodzaju
T(x=0)=T,, 4.2)
T(x=9)=T,, 4.3)

Rozwigzaniem ogdlnym réwnania (4.1) jest funkcja

q
T(x):—jx2+clx+c2



natomiast rozwigzaniem szczegolnym spetniajagcym warunki
(4.2) i (4.3) funkcja

TWZ B T\A/l
o

X+ G0

Oy .2
T(X)=—7-X"+ X+T
) == Wt



