PRZEWODZENIE CIEPLA
1. Prawo Fouriera
Przewodzenie ciepta opisuje empiryczne prawo Fouriera

W
q=-AgradT =-AVT [F} (1.2)

gdzie:

A [%} - wspolczynnik przewodzenia ciepta (przewodnos¢
cieplna),

gradT [K/m] - gradient temperatury.

Dla kartezjanskiego uktadu wspotrzednych prostokatnych

gradeVTzﬁi+£j+ﬂk (1.2)
ox oy~ oz

W prostokatnym uktadzie wspotrzednych wektor g ma trzy

wspolrzedne

=22 (L3)
q, =-1 % (1.4)
) % (1.5)
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Rys. 1.3. Rodzaje ukladow wspolrzednych: a) prostokatny, b) walcowy, c) kulisty

a) T=T(x,v,2); b)T=T(r,p,z); ¢) T=T(r,0)

2. Gradient

Niech ¢ = (D(X, Y, Z) bedzie polem skalarnym, np. polem tem-
peratury. Gradientem pola skalarnego ¢ jest pole wektorowe

zdefiniowane nastepujaco

op. Op. 0@
radp=Vop=—"Li+—Lj+—Lk 2.1
grade =Ve =— 6yJ = (2.1)

gdzie i, j, k sag wersorami odpowiednio osi X, Y, z. Niech w

punkcie P(x,V;,z) wartos¢ funkcji ¢ wynosi
@(%, ¥1,2,) =C;. Gradient ¢ w punkcie P jest wektorem pro-

stopadlym do powierzchni o rownaniu (p(X, Y, Z) =C,;, wskazu-

jacym kierunek (oznaczymy go przez n) najszybszego wzrasta-

nia funkcji ¢. W przypadku pola temperatury powierzchnia

CD(X, Y, Z) =C,; jest powierzchnig izotermiczng.

maxX—=—= rad(p 2.2
ol on |g | ( )

gdzie | oznacza dowolny kierunek.
Obierzmy punkt Q(X,, Y,,2,) lezacy w poblizu punktu P, w
odlegtosci Al, przy czym ¢(X%,,Y,,2,) > @ (X, Y1, ;).

Wowczas, przy Al —0, iloraz



P(%2, Y2, ZZ)A_I P4, ¥1.21) (2.3)

osiggnie maksimum w przypadku, gdy kierunek odcinka PQ
pokryje si¢ z kierunkiem gradientu n.
lim P(Xa, Y2, 25) — (X, V1, 24)

ﬁ|_>o Al (2.4)

=grade(x, ¥1,2)

Figure 1.17a Gradient.

metale
ciekte
metale
ciata niemetaliczne
ciecze
izolatory
gazy
L | ! | ! | /| | !
0,01 01 1 10 100 1000

.
m'K

Rys. 1.4. Zakresy wartosci wspdlczynnikéw przewodzenia ciepla



3. Stacjonarne przewodzenie przez Scianke plaska przy 4 =

const

Podczas przewodzenia stacjonarnego przez $cianke plaska ge-

stos¢ strumienia ciepta jest stata, g =idem.

T

Roéwnanie (3.1) rozwigzujemy metoda rozdzielenia zmiennych

gdx =—AdT (3.2)
XZ Tw2
j qu:-j AdT (3.3)
Xl Twl

gdzie T,y =T (%) i Ty, =T (X, ). Po wyznaczeniu calek w
réwnaniu (3.3) dostajemy
Z réwnania (3.4) wynika, ze rozktad temperatury w $ciance jest

prostoliniowy.

T

W,

q= ~Tuz) (3.5)

gdzie 6 =X, — %

Dla $cianki o powierzchni A



Q=Aq= %(Twl _Twz) [W] (3.6)
Qs

A=< 37

AT —Tor) 3.7

Rys. 2.3. Przenikanie ciepla przez S$cianke
plaska wielowarstwowa

4. Ustalone przewodzenie ciepla przez wielowarstwowg

scianke plaska

Prawo Fouriera dla przypadku jednowymiarowego

q-= —,1‘3—1 {%} 4.)

Roéwnanie (4.1) catkujemy stronami dla warstwy numer i

T

Xi+1 i+l

[ adx=—[ 4dT (4.2)
X; T,

Dla stanu stacjonarnego jest q=idem. Ponadto zalozymy
A; =const, stad w wyniku catkowania rownania (4.2) dosta-

jemy



(%1 —%) =—4 (T, —Tp) (4.3)

q= %(Ti ~Tiva) (4.4)
gdzie
O = X1 =% (4.5)

Roéwnanie (4.4) przeksztatcimy do postaci

o)
Ti—Tia= qu (4.6)
i zsumujemy rownania (4.6) dlai =1, 2, ..., n, gdzie n jest

liczbg warstw
n 5

T-Tha=0) - (4.7)
= )

Po przeksztalceniu rownania (4.7) otrzymujemy

Tl _Tn+1
- O

i=1 ﬂ“i

q= (4.8)

Po wymnozeniu stronami rOwnania (4.8) przez powierzchni¢

wymiany ciepla, A, dostajemy

Q=Aq= —A(Tln _;”“) [W] (4.9)

=g

Rownanie (4.9) mozna przepisa¢ w postaci

Q= A;’Z (Ty=Tos1) (4.10)
gdzie
S= Zn:@ (4.11)



n

5i
_i=1
o =t (4.12)

i=1 ﬂ“i

A |:W /(m-K )] to zastepczy (rownowazny) wspotczynnik

przewodnictwa cieplnego.

5. Stacjonarne przewodzenie przez Scianke cylindryczna

przy A=const
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Rys. 13.6. Przewodzenie ciepla przez Rys. 13.7. Przewodzenie ciepla przez
§ciank¢ walcowa $cianke walcowa wielowarstwowa
dT 2
q=—Ao- [W/m } (5.1)
r

gdzie g zalezy od promienia r

Q_0Q (5.2)

AT Zm

natomiast Q = const .

Podstawiamy prawg stron¢ rownania (5.2) do lewej strony row-
nania (5.1)

Q= —anl/lz—-:: W] (5.3)

W réwnaniu (5.3) rozdzielamy zmienne



2 dr Toz
Q—=-27l4 ] dT (5.4)
I, r T,

W

I otrzymane rownanie (5.4) catkujemy stronami

Qln rr_z = 2712(Tyy ~Tan) (5.5)
1

Z réwnania (5.5) wynika, ze rozktad temperatury w §ciance jest

logarytmiczny. Z rdwnania (5.5) wyznaczamy strumien ciepta

27l 272
Q= ﬂ.r (Twl_Tw ):ﬂ.—d(Tw _TWZ) (5-6)

In-2 In—2

n d

Strumien ciepta odniesiony do jednostki dtugosci rury

a :%:ﬂ(Twl_Twz) W /m] (5.7)
In—2
dl

6. Ustalone przewodzenie ciepla przez wielowarstwowa
scianke cylindryczng

Roéwnanie (5.3) catkujemy stronami dla warstwy numer i

r.i+1 Q Ti+1

[~=dr=—27 [ 4dT (6.1)
h r T

Otrzymujemy

QI = 27214, (Ty 1 ~T) (6.2)

Z réwnania (6.2) wyznaczamy strumien ciepta przewodzonego
przez warstwe i. Taki sam strumien ciepla jest przewodzony

przez wszystkie warstwy.

= AL (1) = 2 1) 63)
In 4L In —+L

d.

Q

Rownanie (6.3) dla i =1 jest tozsame z rownaniem (5.6). ROw-

nanie (6.3) przeksztatcimy teraz do postaci



d.
|nil
Q d

Ti—Tia= (6.4)

27z'ﬂLi|I

i zsumujemy rownania (6.4) dlai =1, 2, ..., n, gdzie n jest

liczbg warstw. Otrzymujemy

n .
T-Tha =iZi|nM (6.5)
2rl i3 A4 G
Stad
11, d
D n=is
ERCIN
Rownanie (6.6) mozna przedstawi¢ w postaci
27,1
Q= 782 (M1 —Tosa) (6.7)
In N+l
d;
gdzie
|n%
d W
Ay =— [ K} (6.8)
24 4

jest zastepczym (rownowaznym) wspotczynnikiem przewod-

nictwa cieplnego. Strumien ciepta przewodzonego przez jed-

nostke dtugosci rury
Q 2m, {W}
=<="""T (T,-T,, — 6.9
a | Ind”+1(1 ni1) m (6.9)

1

6. Analogia pomiedzy przewodzeniem ciepla a przewodze-

niem pradu elektrycznego - opory cieplne

Dla stacjonarnego przewodzenia ciepla przez $cianke ptaska

wielowarstwowg jest



T,-Ton [W

i=1

Prawo Ohma ma postac

=2 (7.2)

gdzie I [A] jest natezeniem pradu elektrycznego, U [V] napie-

ciem, R [Q] oporem elektrycznym.

Analogia pomigdzy wielkosciami cieplnymi i elektrycznymi

qg—1 (7.3)
T, -T,;,»U (7.4)
Y9 LR (7.5)

i=1 i
Opdr cieplny przewodzenia

R, =Y 9 -SR, [K/W] (7.6)

i=1 74 i=1
Roéwnanie (7.1) mozna przedstawi¢ w postaci

q= Tl _Tn+l (77)
R/l

W przypadku stacjonarnego przewodzenia ciepta przez wielo-
warstwowg §cianke cylindryczna, strumien ciepta przypadajacy

na jednostkowg dlugos¢ rury jest rowny

qIZM [Vl} (7.8)
Zilnh m
i:lﬂ’i di

Dla tego przypadku wprowadzimy liniowy opor cieplny jako

n

vt da g (MK
RM_;% In ) _ERM, [w } (7.9)
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Po uwzglednieniu (7.9) réwnanie (7.8) mozna przedstawi¢ w

postaci

q - 7(T=Thua) [Vl} (7.10)

11



