rownania rozniczkowe

Rownania rozniczkowe

1. Wstep
Roéwnaniem rézniczkowym nazywamy roOwnanie zawierajgce funkcje niewiadome, zmienne

niezalezne oraz pochodne funkcji niewiadomych (lub ich r6zniczki).

Przyktady

dy) . osdy
— | =xy’—=+siny=0 (1.1)
dx dx

xd?ydx —dy(dx )’ = e (dy )’ (1.2)

o’z
XY

Xyz (1.3)

aa

X &

e réwnanie rézniczkowe zwyczajne

e réwnanie rézniczkowe czastkowe

¢ rzad rdwnania rézniczkowego

e catka réwnania rézniczkowego

e catkowanie roéwnania rézniczkowego

e rozwigzanie rownania rozniczkowego

e warunki poczatkowe

e warunki brzegowe

¢ jednoznaczno$¢ rozwigzania roOwnania rozniczkowego
e catka ogo6lna rownania r6zniczkowego

e calka szczeg6lna rownania rozniczkowego

e rozwigzanie osobliwe roéwnania rézniczkowego

Przyklad 1
Niech

X = X(t) (P1)
Rownanie
X'=v, (P2)

gdzie v = const, jest rOwnaniem rézniczkowym zwyczajnym pierwszego rzedu. Rozwigzaniem
og6lnym tego rownania jest funkcja
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X = J'vdt +C (P3)
czyli
Xx=vt+C (P4)

Niech na rozwigzanie (P4) bedzie nalozony nastgpujacy warunek poczatkowy
x(0) = x, (P5)

Podstawiamy warunek poczatkowy (5) do rozwigzania ogolnego (P4) i dostajemy

X, =V-0+C (P6)
Stad
C=x, (P7)

Rozwigzanie szczegolne spetniajace zarbwno rownanie (P2) jak i warunek poczatkowy (P6)

ma postac

X =X, +Vt (P8)
co jest tatwo sprawdzi¢. Podstawiamy (P8) do (P2) i dostajemy

V=V (P9)
Podstawienie t = 0 do (P8) daje

X=X, (P10)

Najpierw zajmiemy si¢ rownaniami, ktére mozna sprowadzi¢ do postaci

y'=F(xy) (1.4)
Rownanie typu (1) bedziemy rozwigzywac przy warunku poczatkowym
y(%) = Yo (15)

Przyktady rownan dajacych si¢ sprowadzi¢ do postaci (1.4)

yy'+xy—3=0 (1.6)
y'+5y° —sinx =0 (1.7)
itp.
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2. Metoda lamanych Eulera

v
True value
_ Y1
, Predicted
Xo,Yo o
T value

€ Stepsizeeh ———————*

v
=

Figure 1. Graphical interpretation of the first step of Euler’s method

Dane rownanie rézniczkowe

y' =F(xy) (2.1)
Warunek poczatkowy

y(%)= Yo 2.2)
Wz6r rekurencyjny na rozwigzanie przyblizone réwnania (1)

Y(%.2)= Via = Vi +hiF(x, ¥;) (2.3)
gdzie

h =X, —X (2.4)

Btad lokalny metody jest rzgdu h?
e=0(h?) (2.5)

A Az Ay

2014-12-13
3/15



rownania rozniczkowe

PRZYKLAD 1
Dane jest rownanie rézniczkowe Yy’ — Yy + X = 0 oraz warunek poczatkowy y(O) =1. Wyzna-
czy¢ warto$¢ funkcji y(x) w punkcie x, =0,2 dzielac przedziat [0; 0,2] na n =2 czesci. Za-

stosowaé wzor Eulera y,,, =y, +h-F(x,y,).

ROZWIAZANIE

y'=y-x=F(x,y)

Obliczamy krok: h= "% _ 02-0_ 01.

n 2

X =0, Yy,=1

Y1 = yo"'h'F(XOaYO): yO+h-(y0—XO):1+O,1-(1—O):1,1

X, =%+h=0+01=0.1

Y, =Y, +h-F(x,y,)=y,+h-(y,—x)=11+01-(11-01)=1,2

X, =% +h=01+01=0,2=x,

3. Ulepszona metoda Eulera (metoda Eulera-Cauchy’ego, metoda Heuna)
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METONA EVLCRA - CAUCHYERo

& = )Jm\f}u;.z‘ow o 140\\3,'03,(: p [* )

y' =F(xy) (3.1)
y(%)= Yo (3.2)
X' =X, =X +h (3.3)
y =y, +hF(x,y;) (3.4)
m' =F(x",y") (3.5)
Yiu = Y, +05h[F(x, y,)+m] (3.6)

Blad lokalny metody jest rzedu h®

e= o(h3) (3.7)

W metodzie przyjeto, ze wspotczynnik kierunkowy siecznej przechodzacej przez punkty
(Xi Y ), (XM, yi+l) jest $rednig arytmetyczng wspotczynnikow kierunkowych stycznych w

punktach (Xi1yi) Oraz (Xi+11yi+l)'
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4. Metoda Taylora

Roéwnanie postaci
y=1f(y,x) (4.1)
z warunkiem poczatkowym

y(%) = Yo (4.2)

mozna rozwigza¢ wykorzystujac rozwinigcie funkcji y(x) w szereg Taylora w otoczeniu punk-

tu x

(ax)’ .

y(X+AX) = y(X) + Axy + 3| V4o 4.3)

¥+

(Axy
21

Szereg (4.3) mozna przedstawi¢ w wygodniejszej postaci

2 3
=Y. +hy +—§ +—V +--- 4.4
y|+1 y| y| 2 y| 6 y| ( )
gdzie
h=AX=X,—X (4.5)
Yi =y(x) (4.6)
Pochodng drugiego rzedu wystepujaca w przyblizeniu (4.4) otrzymujemy roézniczkujac zalez-
nos¢ (4.1)
y=—y+— (4.7)
oy~ OXx

Pochodng trzeciego rzedu wyznaczamy rézniczkujac prawg strone zaleznosci (4.7), itd. Wy-
korzystujac warunek poczatkowy (4.2) obliczamy Y1, majac Y1 Wyznaczamy Y», itd., az do po-

szukiwanej wartosci Yp.

5. Metoda Rungego-Kutty

y'=F(xy) (5.1)
Warunek poczatkowy
y(%)= Yo (5.2)

Metoda ta polega na przyblizeniu szeregu Taylora dla y(Xi + h) =Y,,, kombinacja liniowa

wartosci pierwszej pochodnej funkcji y obliczonych dla odpowiednio dobranych punktow X.
W ten sposéb unika si¢ konieczno$ci wyznaczania pochodnych wyzszych rzgdow funkcji y w
punkcie Xx;.

Poszukujemy a;, a,, ...,b,b,, ..., A, A, ..., tak aby
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Yia = Vi "‘thjAj (5.3)
j=1

gdzie:

m, = F(Xi' Yi) (5.4)

m, = F(x +a&h,y, +bhm,) (5.5)

m, = F(x +a,h, y, +b,hm, +b,hm,) (5.6)

Dla n =2 zalezno$¢ (5.3) upraszcza si¢ do

y|+1 yl +h( A1+m2A2) (57)

Zajmiemy si¢ wyznaczeniem wartosci a,,b,,A, A, dla tego przypadku. Doktadne rozwiazanie

réwnania (5.1) oznaczymy przez Y(X) i rozwiniemy je w szereg Taylora w otoczeniu punktu X;
z doktadnoscig do drugich pochodnych

y(x, +h)= y(x )+ ylgj(i ) h+ y”g(‘ ) h? (5.8)
Z rownania (5.1) wyznaczamy drugg pochodng funkcji y(X)
F F dy &F F
14 - ! - 5.9
W=3+5 &YWy (5.9)
Do rozwinigcia (5.8) podstawiamy rownania (5.9), (5.1) 1 (5.4)
o 0=yl o sy ) ] A F L) Ly FOW) | g

Z zaleznosci (5.7) po uwzglednieniu wzoréw (5.4) i (5.5) dostajemy

Y(Xi + h): Yi + hmlAi + hmzAz =

y(x)+hAF(x,y,)+hAF(x +ah,y +bhm) (5.11)

Funkcje F(xi +ah,y, + blhml) rozwijamy w szereg Taylora z doktadnoscia do pierwszych
pochodnych

F(Xi +a1h! yi +b1hml); F(Xi’yi)+
% F(xwyi) ah s F (5 y) blhml} (5.12)

X ¥

Podstawienie (5.12) do (5.11) daje

Y(Xi +h): y(Xi)+h[AiF(Xi’ yi)+A2F(Xi’ Yi)]"'

5.13
{alAzéF(X"y') blmlAfF(g'j’y')} (5.13)

Roéwnania (5.10) 1 (5.13) beda tozsamos$ciami, gdy
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1=A+A (5.14)
1

S=an, (5.15)
1

5 =0 (5.16)
W uktadzie trzech rownan (5.14)-(5.16) wystepuja 4 niewiadome. Przyjmujemy a; = 1, stad
b, =1

A =05 (5.17)
A, =05

Po podstawieniu (5.17) do (5.5) i (5.7) dostajemy

m, = F(Xi , yi)

m, = F(x, +h,y, +hm,) (5.18)

Yia=Yit h(015m1 + O’5m2)

Btad lokalny metody dla n = 2 (metoda drugiego rzedu) jest rzedu he,

Wzory (5.18) sa tozsame z wzorami metody Eulera-Cauchy'ego.

W praktyce stosuje si¢ wzory Rungego-Kutty wyzszych rzedow, naczesciej czwartego rzedu.
Wzory trzeciego rzedu

mle(Xi’yi)
m, = F(Xi +%h1yi +%hm1)

5.19
m, = F(x, +h,y, —hm, +2hm,) (.19)
Yin=Yi +%(m1 +4m, + ms)
Btad lokalny metody jest rzedu h?.
Wzory czwartego rzedu
ml = F(Xi ! yl)
m, = F(xI +3h,y, +%hm1)
m, = F(x, +1h,y, + 1hm,) (5.20)
m, = F(x +h,y, + hm,)

Btad lokalny metody jest rzedu h®.
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Zagadnienia brzegowe

1. Metoda iteracyjna — metoda strzalow

Rozwigzemy nastepujace zagadnienie brzegowe

FIx y(0,y' (), y"(9)]=0 (1.1)
y() =y, (1.2)
y@ =y, (1.3)
Zakladamy, ze

y'(0)=b (1.4)

gdzie b moze by¢ dowolng wartoscig. Zagadnienie (1.1), (1.2) i (1.4) rozwigzujemy jako za-
gadnienie poczatkowe. W ogolnosci obliczona warto$¢ y dla x=a (oznaczymy jg jako Ya)
bedzie si¢ r6zni¢ od Yy,. Naszym zadaniem jest znalezienie takiej wartosci b, aby warunek

(1.3) byt spetniony.

YA | -

a b &L

Figure 1. Illustration of the Simple Shooting Method

Wyznaczywszy dwie wartosci Y, mozemy trzecig warto$¢ wyznaczy¢ z nastepujacego réwna-

nia interpolacyjnego (prosta)
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yo = y@ 4 Z?z) —t))/a) [b(s) b(Z)] (1.5)

Poszukujemy takiego b®, aby y® =y, , stad

b® —p?@ 4 ;’(22) (1) [b(z) (1)] (1.6)

Wykorzystujac b® obliczamy y® z réwnania (1.1). Gdy y& jeszcze zbyt mocno rézni si¢ od

Y2, to wykonujemy nastepna iteracje; obliczamy b® dla znanych b® i b®.

Yo ]

2. Metoda r6znic skonczonych

Zajmiemy si¢ rOwnaniem rozniczkowym zwyczajnym drugiego rzedu, liniowym

y'(¥)+p(X)y' () +a(x)y(x) =r(x); a<x<b (2.1)
z warunkami brzegowymi

y@) =a (2.2)
y(b) = (2.3)

Naszym celem bedzie wyznaczenie N — 1 wartos$ci funkcji wewnatrz przedziatu [a, b]. Prze-
dziat [a, b] dzielimy na N réwnych czeSci o szerokoS$ci
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b-a
N

h= (2.4)

Pochodne wystepujace w rownaniu (2.1) zastapimy ilorazami réznicowymi centralnymi

' Yia —Yia
)= Zit Jid 2.5
y'(x) on (2.5)
" i+ -2 i T Vi
y (xi) :% (2.6)

gdzie y; = y(X;) . Rownanie rézniczkowe (2.1) zastgpujemy uktadem N — 1 réwnan r6znico-
wych (dla weztow lezacych wewnatrz przedziatu [a, b]).

yi+1—2h>2/a Y ymz—hyil +qy, =r; i=12,..,N-1 (2.7)

gdzie:

Yo=Y(X%) =« (28)

yn =Y =4 29)

5 = p(x) (2.10)
6 = q(x) (2.11)
= r(x) (2.12)

Po wymnozeniu rownania (2.7) stronami przez h” i wykonaniu odpowiednich przeksztatcen
dostajemy

[1+2 pi))’m +(_2+ hzqi )yi +[1_g pijyil = hzri;

i=12,...,.N-1

(2.13)

Po podstawieniu do (2.13) zalezno$ci (2.8) oraz (2.9) dostajemy dla i =1,2,...,N -1
(_ 2+ hqu))ﬁ +(1+g pl])ﬁ = h2I’1 _[1_2 p1ja

h h
[1_5 szyl +(_2+ hzqz)yz +(1+E pzjys = hzlfz
h ) h )
1—5 Ps Y, +(—2+h q3)y3+ l+§ P, |y, =h°r, (2.14)

h h
[1_5 pszyNS +(_2+ hqufz)yN*Z +(1+§ anJle = herfz
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h h
(1_5 pN—lij—Z +(_2+ hqu—l)yN—l = her—l _(1"'5 pn—1jﬂ

Uktad (2.14) mozna przedstawi¢ w nastepujacej postaci macierzowej

Ay =Db (2.15)
gdzie:
- o (4 h ]
Y, h™n (1 5 pl)a
Y h’r,
y=| : (2.16) b= : (2.17)
Yn-2 thN_z
RICE thN—l _[1"'2 pn—1jﬁ
Q P 0 0 - 0 0 0]
R, Q P, 0 - 0 0 0
0 R PR -~ O 0 0
A=, Qf A . (2.18)

] 0 Ry, Q.
Pi=1+gpi; i=12,...,N-2 (2.19)
Q =-2+h*g; i=12,..,N-1 (2.20)
Rizl—gpi; i=23..,N-1 (2.21)

Macierz gtoéwna uktadu (2.15) jest trojdiagonalna — dzigki temu uktad ten moze by¢ tatwo i
szybko rozwigzany, np. metoda Thomasa.

Metoda kolokacji dla zagadnienia brzegowego

Zajmiemy si¢ rOwnaniem rozniczkowym zwyczajnym drugiego rzgdu, liniowym
y' 09+ p(x)y'(x)+a(y(x) = f(x); a<x<b €
z warunkami brzegowymi

y@=«a 3]
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y(b) =4 (3)

Zatozymy, ze poszukiwane rozwigzanie mozna przedstawi¢ w postaci

Y(X) = @, (X)+ €, (%) + €0, (X) + -+ G, 9 (X) @)

gdzie ¢, (X), i=012,...,k saz gbry obranymi liniowo niezaleznymi funkcjami. Najcze$ciej

funkcje te dobieramy tak, aby

(/)o(a):a 5)
%(b):ﬂ ©)
p(@)=g(b)=0,i=12,...k -

Przy zatozeniach (5)-(7) rozwiagzanie (4) spetnia warunki brzegowe (2)-(3) dla dowolnych wartosci poszukiwa-

nych wspotczynnikdow C;. Residuum rownania (1) ma postac
RO = y" () + p()y' () +a(x)y(x) - f(x) (8)

Podstawienie doktadnego rozwiazania y(X) do rGwnania (8) prowadzi do

R(x)=0 ©)

dla dowolnej wartosci x. Dla przyblizonego rozwigzania o postaci (4) bedziemy wymagaé, aby warunek (9) byt

speliony dla skonczonego, z gory zatozonego, zbioru punktow

X=X, X=Xp,uey X=X, (10)
Wspotczymniki C;, C,, ..., C, mozna wigc bedzie wyznaczy¢ z uktadu réwnan
R(x)) =0, R(x,) =0,...,R(x,) =0 (11)

Metoda kolokacji - przykiad 1

Dane jest réwnanie rézniczkowe
y'(x)—4y(x)=0 (1)
z warunkami brzegowymi

y(0) =1 2
y@®) =05 3)

2014-12-13
13/15



rownania rozniczkowe

Zatozymy, ze poszukiwane rozwigzanie mozna przedstawi¢ w postaci

Y(X) = @, (X)+ €, (%) + €0, (X) + -+ G, 5 (X) @)

W dalszej analizie przyjmiemy k =3 oraz

@(x)=1-0,5x (5)
¢ (X)=x(A-x) (6)
,(x)=x*(1=X) (7)
2,(x)=x*(L-x) (®)

Réwnanie (5) jest rownaniem prostej przechodzacej przez punkty [0;1] oraz [1;0,5]. Natomiast funkcje
@, Py, P53 przyjmuja wartos¢ rowna zeru dla X =0 oraz X =1. Tak wigc, rozwiazanie (4) spetnia warunki

brzegowe (2) i (3) dla dowolnej warto$ci wspotczynnikow c;. Residuum réwnania (1) ma postaé

R(X) =y"(x)-4y(x) ©)

Podstawienie doktadnego rozwiazania Y(X) do rbwnania (9) prowadzi do

R(x)=0 (10)

dla dowolnego x. Dla przyblizonego rozwigzania postaci (4) bedziemy wymagac, aby warunek (10) byt spetniony

dla z gory zatozonego zbioru punktow
X=X, X=X,, X=X, (11)

Wspotczymniki C;, C,,C; mozna wige bedzie wyznaczy¢ z uktadu rownan

R(x) =0, R(x,)=0,R(x;) =0 (12)
W naszym przypadku

R(x)=—a, +c,a, +C,a, +C,a, (13)
gdzie

a, =4-2x (14)
a, =—2—4x+4x? (15)
a, =2—6x—4x* +4x° (16)
a, = 6x—12x* —4x> +4x* (17)
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Zatozymy nastepnie

X, =0,25
X, =0,5
X; =0,75

rownania rozniczkowe

(18)
(19)

(20)

Po podstawieniu (14)-(17) oraz kolejno (18)-(20) do prawej strony (13) i wykorzystaniu (12) dostajemy uktad

réwnan

—16¢, + 20c, + 45¢, = 224

—-12c, —6¢c, —C, =12

—176¢, —196¢, —171c, =160

z ktorego wyznaczamy

¢, =—1,286079182

¢, =0,627330779

¢, =—0,331034482

(1)
(22)

(23)

(24)
(25)

(26)

W tabeli ponizej przedstawiono réznice pomigdzy wartosciami uzyskanymi z rozwiagzania doktadnego (yg) i

rozwigzania uzyskanego metoda kolokacji ().

X y Ya-¥

0 1 0

0,1 | 0,839601 -0,000627
0,2 | 0,712183 -0,000564
0,3 | 0,613189 -0,000365
0,4 | 0,538853 -0,000229
0,5 | 0,486207 -0,000166
0,6 | 0,453075 -0,000111
0,7 | 0,438078 -0,000012
0,8 | 0,440628 +0,000121
0,9 | 0,460934 -0,000187
1,0 | 0,500000 0
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