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Metoda szeregow potegowych dla rownan rézniczkowych zwyczajnych liniowych

Roéwnanie rézniczkowe zwyczajne liniowe drugiego rzedu ma postaé

d? d
St 1005 +g(xu=h(x) ®

Zatozmy, ze rozwigzanie rownania (1) moze by¢ przedstawione w postaci szeregu potegowego

u(x)=h, +b(x—a)+b,(x—a) ibn 2)

n=0

Poniewaz funkcja dana réwnaniem (2) ma by¢ rozwigzaniem réwnania (1), to po jej podstawianiu

do (2) powinni$my otrzymac tozsamos¢.

Pochodne funkcji u(x) mozna obliczy¢ rézniczkujac szereg (2) wyraz po wyrazie

3_i:b1+2b2(>(—a)+3b3(x-a)2+...=inbn(x_a)n_l -
% =2b, +6b,(x—a)+12b,(x—af +--- = in(n 1 (x—a)? "

Jezeli wspotczynniki rownania (1), tzn. funkcje f(x), g(x) oraz h(x) mozna takze rozwina¢ w szereg
postaci (2) w otoczeniu punktu x=a, to po podstawieniu rozwinie¢ (2), (3), (4) oraz rozwinigé
funkcji f(x), g(x), h(x) do (1) dostajemy

k, +k(x—a)+k,(x—af +---=0 (5)
gdzie wspotezynniki K,k K, ... zaleza od b,,b;,b,....

Jezeli rownanie (5) ma by¢ stuszne dla wszystkich warto$ci X (z rozpatrywanego przedziatu zmien-

nosci X), to wszystkie wspotczynniki Kk, K, K, ... musza by¢ jednoczesnie rowne zeru. Przyrownanie
tych wspotczynnikow do zera pozwala na wyznaczenie wartosci wspotczynnikoéw by, b, b, ... po-

szukiwanego rozwigzania (1).
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Mozna udowodni¢, ze jezeli wspotczynniki rownania (1), tzn. funkcje f(x), g(x) oraz h(x) mozna
rozwingé w szereg potegowy w otoczeniu punktu X =a, to rOwniez rozwigzanie rownania (1) u(x)

moze by¢ rozwinig¢te w szereg potegowy w otoczeniu tego punktu.

Przykilady

Przyktad CM-204

Znalez¢ rozwigzanie rownania rézniczkowego

y"—Xxy'+y=1-cosXx (1)
z warunkami poczatkowymi

y(0)=0 (22)
y'(0)=1 (2b)
w otoczeniu punktu x=0.

Rozwigzanie

Rownanie (1) jest rownaniem liniowym o zmiennych wspotczynnikach, o ogdlnej postaci
y'+p()y' +a(x)y =r(x) 3)

Rozwiniemy wspotczynniki réwnania (1) w szeregi potggowe w otoczeniu punktu x =0

p(X) =X @)
q(x) =1 ©)
r(x)zl—cosx:%—m+%—--- (6)

Poszukujemy rozwigzania réwnania (1) w postaci nastepujacego szeregu potggowego

Y =Co+CX+C, X +C X+ +C X"+ (7)

2/9
2014-12-02 16:16:00



met_szer_potegowych-n.docowych
Wyznaczamy z (7) pierwsza 1 drugg pochodng funkcji 'y
Yy =, +2C,X+3C,X° +4¢, X3+ -+ N X"+ - (8)
y" =2C, +6CX+12¢,X* + -+ n(n—1)c X"+ 9)
Szeregi (4)-(9) podstawiamy do réwnania (1)

[2c, +6C,x +12C,X* +--- +n(n—=1)c, X" ? +---] = X[, + 2C,X + 3¢, X* + 4C,x* + -+ nC X" + -]
+[c, +Cx+C, X +C X+ +C X" +--] = X—Z—X—4+X—6—~- 10)
o FEET G TG " 2 4 e

Przyrownujemy do siebie wspotczynniki stojace przy jednakowych potegach X po obu stronach

réwnania

x°: ¢,+2¢,=0 (11a)

x': 6¢c,=0 (11b)

x*: -c,+12c, :% (11c)

x*: —2c,+20c, =0 (11d)

x*: —3c,+30c, = L (11e)
24

x°: —4c,+42c, =0 (11f)

x®: —5c, +56¢, = 750 (11g)

Podstawiamy warunek poczatkowy (2a) do réwnania (7)

y(0)=0=c,+¢,0+¢,0° +¢,0°+---+C,0" +--- (12)

stad

c, =0 (13)
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Warunek poczatkowy (2b) podstawiamy do (8) otrzymujac

y'(0)=1=c¢, +2¢,0+3c,0° +4¢,0° +---+nc, 0" " + - (14)
czyli
¢ =1 (15)

Z réwnania (11a) dostajemy

= =2 =0 (16a)
z (11b)
c,=0 (16b)
z (11c)
o= (16c)
z (11d)
¢, =0 (16d)
z (11e)
—4}74—3c4 !£~+3~4%—
24 24 " 24 _ 1 (16¢)
30 30 360

z (111)

c,=0 (16f)
z (119)

T (160)
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Podstawiamy teraz wspotczynniki (13), (15) 1 (16) do rownania (7) otrzymujac przyblizone rozwia-
zanie zagadnienia poczatkowego (1)-(2) w postaci szeregu potggowego
¥ ox® 118

) X+—+—+
y() 24 360 40320

(17)

Przyktad MM-78

Znalez¢ rozwigzanie ogdlne w postaci szeregu potegowego nastepujacego rownania réozniczkowego,

w otoczeniu punktu x = 0.

2
37‘:+9u=o )

Poszukujemy rozwigzania w postaci
u(x) = by +b,x+b,x*+--- 2)
Druga pochodna prawej strony rownania (2) ma postac¢

d?u )
o 2b, +6b,x+12b, X" +--- (3)

Podstawiamy (2) i (3) do (1)

2b, +6b,x +12b,X* + -+ +9b, + 9o, x +9b,x* +---=0 (4)
Grupujemy wyrazy, w ktorych X wystepuje w tej samej potedze

2b, +9b, + (6b, +9b,)x + (12b, +9b,)x* +---=0 (5)

Roéwnanie (5) ma by¢ spetnione tozsamosciowo dla dowolnego X, dlatego wspotczynniki stojace

przy X", dlan=0, 1, 2, ..., musza by¢ réwne zeru
x®: 2b,+9h, =0 (6a)
x': 6b,+9b =0 (6b)
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x*: 12b,+9b, =0 (6¢)
x*: 20b, +9b,=0 (6d)

Wyznaczamy z rownan (6) wspotczynniki b;, dlai =2, 3, 4, ..., w zalezno$ci od wspotczynnikow by

oraz by

b, = —%bo (7a)
b, =-2b, (7b)
b4:—%b2:%bo (7¢)
b5——%b3=%bl (7d)
itd.

Podstawiamy teraz wspotczynniki (7) do rozwigzania (2)

9 2 3 s (27 . (27 5
u(x):b0+b1x+(—§bojx +(—Eblj +(§b0jx +(—bl)x + e

(8)
= 0(1—%%+%x4+~-]+b1(x—§x3+£x5+-~j

Rozwigzanie ogdlne (8) zawiera dwie state dowolne by i b1, ktore wyznacza si¢ z dwoch warunkow

granicznych. Rozwigzanie to mozna przedstawi¢ w nieco innej formie

u(x):b{l_@+@_..}

2! 4l

+3ﬂw—§¥f+§§i_“} ©

3 3 ol

Zauwazamy, ze
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1_(3X) +@—---=sin 3x

2! 4l

3 5
3x—@+@—m:cos3x

3 ol

Otrzymujemy w ten sposob doktadne rozwigzanie rownania (1)

u(x) = Asin 3x + B cos 3x

gdzie state A, B wyznacza si¢ z dwdch warunkow granicznych.

Przyktad MS-65

Metoda szeregow potegowych znalez¢ rozwigzanie rownania

y"+cosx-y' —e'y=0
spetniajace warunki poczatkowe
y(0)=1

y(0)=0

Rozwigzanie

met_szer_potegowych-n.docowych

(10)

(11)

(12)

(1)

(22)

(2b)

Dla x e (— oo,+oo) funkcje cos x oraz -€* s3 rozwijalne odpowiednio w nastepujace szeregi potegowe

2 4 6

X° X" X
cosX=1-—+——-——+
21 4 ¢
2 3 4
_eX:_l_X_X__X__X__...
21 3 4

Poszukujemy rozwigzania w postaci szeregu

y(X) = a, +a,X+a,x* +ax’ + -

719

(3)

(4)

(5)
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Z (5) obliczamy

y'(X) = a, +2a,X+3a,x" +4a,x> +--- ©)
oraz
y"(x) = 2a, +6a,x+12a,x* +20a,x> + - -- )

Zaleznosci (3)-(7) podstawiamy do (1)

x> xt X
(Za2 +6a,x +12a,x* + 20a,x° + )+ [l— CRTECT j(ai +28,X +3a,X” + )
X x 2 s ©
+£_1_X_E_§_mj(a° +aX+a,X +aXx + ---):0
Stad po wymnozeniu i uporzadkowaniu
& 3 2
(2a, +a, —a,)+(6a, + 2a, —a, —ai)x+(12a4 —E+3a3 —?—ai—azjx
)

+(2035_a2+4a4_as_az_%—%jX3+~-=O

Roéwnanie (9) jest spetnione dla kazdego x wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy z nawiaséw stojacych po

lewej stronie (9) jest rOwny zeru. Z warunkow poczatkowych (2) dostajemy

a, =1 (10a)

a,=0 (10b)

Wykorzystujac (10) dostajemy kolejno z (9)

2= (11a)

6a, +2a,—a, =0 (11b)

stad

a,=0 (11c)
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12a, —%—az -0 (11d)
stad
1
a,=— 1le
=1z (11¢)
a0
20a5—a2+4a4—a2—€:0 (111)
stad
1
= (119)

Rozwiazanie szczeg6lne rownania (1) z warunkami poczatkowymi (2) ma wigc postac nastepujace-

go szeregu

y(x)z1+x—+—+—+--- (12)

9/9
2014-12-02 16:16:00



