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Calkowanie numeryczne

Zadanie: obliczy¢ przyblizenie calki

b

[f(x)dx (1)

uzywajac wartosci funkcji f(X) w punktach rownoodlegtych. Przyjmujemy

X, = a (2)
X =X, +1ih, gdziei=12, ..., n-1 3)
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itd.
S,;=h-y,
S,=h-y,
itd.

Blgd metody prostokqtow

Zakladamy, ze f(X) ma drugg pochodng ciggla w przedziale <a, b>. Najwicksza
warto$¢ funkeji [f"(x) w przedziale <a, b> oznaczymy przez M. Mozna wyka-
za¢, ze blad przyblizenia wartosci catki wartoscig prawej strony rownania (6),

zdefiniowany jako
n b
‘R(h) = h; Yicue —If(X)dX (8)

jest okreslony nierdwnoscia

M(b-a),,
\R(h)‘STh 9)

Metoda trapezow
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x;f::: .

Rys. 186. Metoda trapezow.

Pole obszaru zakreskowanego

zastgpujemy polem trapezu
ABCD

b
If(X)dXESl+Sz+---Sn :h(%yo+Y1+”'+yn—1+%yn) (10)

gdzie

81:y0+y1'h
2

82:y1+y2'h
2

itd.

Blgd metody trapezow
Zaktadamy, ze f(X) ma drugg pochodng ciagta w przedziale <a, b>. Najwigksza

wartos§¢ funkeji [f”(x) w przedziale <a, b> oznaczymy przez M. Mozna wyka-
za¢, ze blad przyblizenia wartosci catki warto$cig prawej strony rownania (10),

zdefiniowany jako

b

‘R(h)‘ = h(% Yot Vit tYo, +%yn)_.[f(x)dx (11)

a
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jest okreslony nier6wnos$cig

M(b-a),,
R(h) < —05 (12)

Metoda Simpsona (metoda parabol)

XH, X

Rys. 187. Metoda Simpsona. — Pole
obszaru okreslonego wykresem funkcji
f(x) 1 przedziatem <xy_;, Xk41> Za-
stepujemy polem obszaru okreslonego
wykresem trojmianu kwadratowego
g(x) 1 przedzialem <{xg_g, Xkeqd

Krzywa f(X) zastepujemy tukami parabol drugiego stopnia. Zatozymy ponadto,
ze n jest liczba parzystg. Zaznaczamy to zastgpujac n przez 2n. Punktow X; (i =

0,1,..,2n-1,2n) jest zatem 2n + 1.

ifl]‘(x)dx = iflg](x)dx (13)
gdzie
g(x) = Ax® + Bx+C (14)

Niech parabola g(x) przechodzi przez punkty M(Xi_1, Vi.1), N(Xi, Vi), P(Xi+1, Vi+1)-

Woéweczas prawa strona réwnania (13) wynosi
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I_fl(AX + BX+C)dX _A( |+1 X|371)+%(Xi2+1 )+C( |+1 |71)

Xj—1

= w[ZA(xM + X X+ X )+ 3B(x,., +X%_,)+6C]
=% +4 A(M) + B(—X'“H )+C
2 2
czyli
Tg(x)dx = %(yi+1 +Y . +4Y)=S5, (16)

b
Przyblizona warto$¢ catki [f(x)dx jest rowna polu

S=§5+S5+S.+---S,,
gdzie
=5(Yo +4Y, + )
Sy =5(y, +4y;+V,)
itd.
Dodajgc prawe strony rownan (16) dlai=1, 3, ..., 2n - 1 otrzymujemy wzor

Simpsona

b
[EOOAX = (Y, +4Y, +2Y, +4Y, +2Y, +++2Y,0 5 +4Yo0 1+ You) (17)

Blgd metody Simpsona

Zaktadajac ciaggltos¢é czwartej pochodnej funkcji f(X) w przedziale <a, b> oraz
oznaczajac przez M najwieksza warto$¢ funkcji ‘f @ (x)| w tym przedziale mozna

okresli¢ gorng granice btedu obliczania catki metodg Simpsona

b

‘R(h)( - %(yO +4y1 + 2y2 +4y3 + 2y4 oot 2y2n—2 + 4Y2n—1 + yZn)—jf(x)dx

a

(18)
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za pomocg zaleznosci

M(b-a)
180

R(h) < h*
gdzie

h=——
2n
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(19)

(20)
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Ekstrapolacja Richardsona

Ekstrapolacja Richardsona polega na obliczaniu doktadniejszej wartosci catki na
podstawie dwoch wartosci wyznaczonych numerycznie dla réznych wielkosci
podprzedzialéw, na jakie podzielony jest przedziat catkowania. Metod¢ mozna uzy¢
wtedy, gdy dysponujemy wzorem na btad metody catkowania.

Zastosowanie ekstrapolaciji Richardsona do metody trapezow przyblizonego
catkowania

Btad metody trapezow wyraza wzor
R(h)= —%fﬁ (1)

Niech I,(h,) bedzie przyblizona wartoécia catki wyznaczona metoda trapezéw, a
R,(h,) btedem obliczenia catki przy wielkosci podprzedziatu i, . Wéwczas doktadna
wartos¢ catki mozna wyznaczy¢ z rOwnania

I=1,(h)+R,(h)=1(h)+ch (2)
(b—a)f”
12

gdzie ¢ =— jest statq ( przy zatozeniu, ze f” jest niezalezne od wielkosci

podprzedziatu k). Analogicznie, gdy I, (h,) jest przyblizona wartoécia catki
wyznaczong metoda trapezow, a R, (hz) btedem obliczenia catki przy wielkosci
podprzedziatlu h,, mozna napisac

1=1,(h)+R,(h)=1,(h)+ch] (3)
Po przyréwnaniu prawych stron réwnan (2) oraz (3) otrzymujemy
1,(h)+chl =1,(h,)+ch} (4)
Z rOdwnania (4) wyznaczamy ¢

~ Iz(hz)_11(h1)
S bR

()
Po podstawieniu prawej strony rownania (5) do rownania (3) dostajemy
IEIZ(h2)+12(h2)_zll(hl) (6)
LR
h2
Btad zaleznosci (6) jest rzgdu 0( ! ), podczas gdy btad metody trapezoéw jest rzedu

o(hz).
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Metoda catkowania przyblizonego Romberga faczy metody trapezéw i ekstrapolacji
Richardsona. Ponizsza tabela przedstawia kolejnos¢ obliczen w metodzie Romberga

I0,0 IO,l I0,2 IO,3 I0,4
I1,0 I1,1 I1,2 Il,3
Ly I, I,
I3,0 I3,1
Lo
o(h%) o(h*) o(h°) o(h®) o(h'%)
Procedura:

1) obliczamy Iy oraz I o

2) wykonujemy ekstrapolacj¢ Richardsona dla Iy oraz I o 1 otrzymujemy I,

3) obliczamy I,

4) wykonujemy ekstrapolacj¢ Richardsona dla I, y oraz I, 1 otrzymujemy I

5) wykonujemy ekstrapolacj¢ Richardsona dla Iy ; oraz I, ; 1 otrzymujemy I,

6) obliczamy I;

7) wykonujemy ekstrapolacje¢ Richardsona dla I, oraz I5 1 otrzymujemy I,

8) wykonujemy ekstrapolacj¢ Richardsona dla I, ; oraz I, ; 1 otrzymujemy I, ,

9) wykonujemy ekstrapolacje¢ Richardsona dla I, oraz I, 1 otrzymujemy I3

itd.
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