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Aproksymacja funkcji

1. Sformutlowanie problemu

140 T : T T T T

120

100

80

60

40

o)
KB
o
O
L

Rys. 1. Aproksymacja liniowa funkcji.

Dane:

X0y X1y veey Xy (1.1)
oraz

Yo = f(46), 1 = F(x0), ..., Yo = () (12)

Posta¢ funkcji y = f(x) nie znana lub znana.

Poszukiwana jest funkcja F(x) o nastepujacych whasciwosciach:

F(x) = f(x) W przedziale Xmin < X < Xmax (1.3)
gdzie:

Xmin = MIN X; (1.4a)
Xmax = MaxX X; (1.4b)
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Rys. 2. Aproksymacja nieliniowa danych pomiarowych.

Funkcje F(x) nazywa si¢ funkcjg aproksymujaca.

Funkcje F(X) mozna przedstawi¢ w postaci liniowej kombinacji zatozonych z
gory funkcji ¢,(X), @,(X), ..., 9, (X)

y =~ F(x)=a,0,(x)+a,0,(x)+...+ a,¢,(x) (1.5)
gdzie I <<n.

Wspotczynniki a, dobieramy w taki sposob, aby jak najlepiej bylo spetnione
przyjete przez nas kryterium zgodnosci F(x) z f(x). Kryterium tym moze by¢ np.
spelnienie warunku, aby miara sumarycznego btedu dla i =0, 1, ... n byta jak

najmniejsza.
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Btad aproksymacji funkcji f(X) funkcjg F(X) oblicza si¢ nast¢pujaco
Ay, =y, —F(x) =Y, _ao¢o(xi)_a1(ﬁ1(xi)_ —a9(x) (1.6)

Metoda najmniejszych kwadratow

Kryterium doboru wspotczynnikow funkcji aproksymujacej, ay

S =>[y; —F(x)I =min (1.7)

-

T
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Gdy funkcja y = f(x) jest dana rownaniem, kryterium (1.7) przyjmuje forme

S = [[y = F(x)[ dx = min (1.8)

QD C—, T

Warunek konieczny 1 wystarczajacy na minimum funkeji (1.7) lub (1.8)
Z Nz 17

50_5_"':5.20 (1.9)

2. Aproksymacja metoda najmniejszych kwadratow ciggu punktow wielomia-
nem

Jest dany cigg n + 1 par danych (x;, yi), 1 =0, 1, 2, ..., n. Nalezy dokona¢ aprok-
symacji wielomianem stopnia |, przy | + 1 <n + 1.
F(x)=a, +ax+a,x* +..+aXx (2.1)

Kryterium doktadnos$ci aproksymacji

= [y, ~F(x)f =min (2.2)
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Warunek konieczny i wystarczajacy
B _E_ B _y (2.3)
R, & 2

Po obliczeniu pochodnych (2.3) otrzymujemy uktad | + 1 rownan normalnych

2015-01-13 13:47:00
317



8,5, + .S, +...+3,S, =T,
38,5, +aS,+...+aS,,, =T,
8,5, +a,5;+...+4S,,, =T,

38,5, +a,5,,, +...+aS5,, =T,

gdzie: S, = Zn:xik
i=0

Tk = ;) Yi Xik
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(2.4)

(2.5)

(2.6)

Wyznacznik uktadu (4) jest niezerowy dla wszystkich X; parami r6znych. Dla

duzych | macierz uktadu (4) moze by¢ zle uwarunkowana.

Aproksymacja wielomianem pierwszego stopnia

Dlal=1
F(x)=a, +ax

(2.7)

W celu wyznaczenia wspolczynnikow ay Oraz a; nalezy rozwigzac nastgpujacy

uktad dwoch rownan liniowych
a5, +a,5, =T,

S, +aS, =T,

gdzie:

Se=2% =n+1

n
i
=0

n n

1
S, =, 0xi :%:xi =X, + X + -+ X,
i=l i=

n n

To=2 0% =2 % = Yot Yyt Yy

i=0

leg;yi ilzz(;yixi =X Yo t XY, +-+ XY,

4f7

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)
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Rozwiazaniami ukladu (8) sa

s.T,—sT
q =220 211

(2.14)
° 5,8,—8?
_Shi=SiTy (2.15)
SS; — S12
Po wykorzystaniu zaleznosci (9) - (13) otrzymujemy
ZX|2 ZY. _in 'leyl
ao — i=0 i=0 i=0 i=0 - (216)
(02357 ~(2x)
i=0 i=0
(N+1)- 2%y, =2 % -2y,
a1 — i=0 i=0 i=0 (217)

3. Sprowadzanie aproksymaciji nieliniowych do zagadnienia liniowego

Nalezy wyznaczy¢ wspotczynniki A oraz n nastepujacego rownania aproksyma-

cyjnego

2
Ae x =1y (3.1)
dla danych k par punktow X;, y;. Rownanie (3.1) logarytmujemy stronami i
otrzymujemy
MA—EMe:Emy (3.2a)

X n

Iny=nln A—@ (3.2b)

X

Wprowadzamy nowe zmienne

X == (3.3a)
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y =Iny (3.3b)
1 otrzymujemy rownanie liniowe

y =a,+aXx (3.4)
gdzie

a,=nlin A (3.5)
a, =—2n

W celu znalezienia wspotczynnikow ag 0raz a;, nalezy punkty X;, y;, dlai =1,2,

..., K, przeliczy¢ wzorami (3.3a) 1 (3.3b)

. 1
X ==
X (3.6)
yi* =Invy;

Po obliczeniu ay oraz a;, wykorzystujemy wzory (3.5), by obliczy¢ A oraz n.

4. Spotykane typy funkcii aproksymujacych F(X)

1. Kombinacje liniowe funkcji
F(X): ao¢o(x)+a1¢1(x)+---+a|(ﬂ| (X) (4.1)
gdzie funkcje ¢i(x) moga by¢ np. wielomianami ortogonalnymi. Poszukujemy

wartosci ao, ay, ..., 4.

2. Funkcje trygonometryczne
|

F(x)=>_a sinix (4.2)
i=1

Poszukujemy wartosci ay, ay, ..., a,.

3. Funkcje wymierne

P, (X)
F(X) = —n 4.3
(X) 0.(%) (4.3)
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gdzie
P(X)=a,+aXx+:--+aX" (4.33)
Q. (X)=b, +bx+---+b x" (4.3b)

Poszukujemy wartosSci a, ay, ..., @, 0raz bg, by, ..., by.
4. Funkcje wyktadnicze
F(x) = Ayexp(a,x)+ A exp(ax)+---+ A exp(a,x) (4.4)

Poszukujemy wartos$ci ay, ay, ..., ax 0raz Ag, Ag, ..., Ax.

5. Oszacowanie dokladnosci aproksymacii

W metodzie najmniejszych kwadratow za miar¢ doktadnosci aproksymacji
Mozna przyja¢ warto$¢ minimalizowanej sumy kwadratow:

- dla przypadku dyskretnego

S = 2p04)y, ~FOx)F 61
- dla przypadku ciagtego
S = [p00ly ~F0)T dx 52)

Odchylenie sredniokwadratowe
- dla przypadku dyskretnego

)y [yi - F(Xi )]2
AS =

=0 5.3
n+1 (53)

- dla przypadku ciggtego

?U—Fuﬂwx
b—a

AS = (5.4)
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