Rozniczkowanie numeryczne

Roézniczkowanie numeryczne

Pochodna funkcji y = f (X) jest definiowana nastgpujaco

ﬂ: £(%) = lim f (x+Ax)— f(x)
dx Ax0 AX

Dla skonczonej wartosci AX otrzymujemy ze wzoru (0.1) przyblizong warto$¢
pochodnej, tym doktadniejsza, im mniejsza jest warto$¢ AX.

(0.1)

Wartos¢ pochodnej funkcji f(x) w punkcie x =X, jest rowna tangensowi kata
nachylenia stycznej do krzywej f(x) w punkcie (x,, f(x,)).

Pochodna jest miarg szybkosci zmiany funkcji f (X) wraz ze zmianami x.

W punkcie, w ktorym warto$¢ pochodnej jest rowna zeru wystepuje ekstremum
funkcji (minimum lub maksimum). Styczna do krzywej w tym punkcie jest po-
zioma — réwnolegta do osi odcigtych X.
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1. Rozniczkowanie numeryczne - przypadek ciagly

Dane:
y=F(x)

oraz h>0, gdzie h=AXx =X, — X;
Pochodna prawostronna f(x) w punkcie Xo

Fx)= f(x, + hr?_f(XO)

Pochodna lewostronna f(x) w punkcie X

f(x, )= f(Xo)_::(Xo -h)

Pochodna centralna f(x) w punkcie Xo

Fx)= f(x, + h)z—hf(x0 —h)
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2. Rézniczkowanie numeryczne - przypadek dyskretny

Dane:

X0y X1, +oey Xn (2.1)
oraz

Yo = f(Xo), y1="F(X1), ..., Yn="F(Xn) (2.2)
gdzie

X,—%=h dla i=0,1,...,n (2.3)

Pochodna prawostronna

£(x)= f(x.2) = F(x) _ fx +h)-F(x) (2.4)

Xi+1 - Xi h

Pochodna lewostronna
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f'(Xi)Ef(xi)_f(xi—l):f(xi)_f(xi —h) (2.5)

Pochodna centralna

f'(xi ) ~ f(x)i;rl) :.;(Xi—l) — f(Xi + h)z_hf (Xi —h) (2.6)

3. Rézniczkowanie numeryczne - rozwiniecie funkcji w szereg Taylora

Funkcje y(x) rozwijamy w otoczeniu punktu x;

2 3

h h an
yi+1:yi+hy|+_y|+_y| (31)

2 3

14 h " h m
wly.hm+gm R (3.2)

Po podzieleniu wzorow (3.1) i (3.2) przez h otrzymujemy

[ h h2 !I!

y = hm”— M—gm (3.3)
[ h hz m

yi yl hyI _l y| - yl (34)

Po zsumowaniu rownan (3.3) i (3.4) i podzieleniu wyniku stronami przez 2 do-

stajemy
2

! y| +1 y| -1 _ h m
_ 3.5
yl 2 h 3 yl ( )

Gdy uwzglednimy tylko pierwsze wyrazy prawych stron rownan (3.3) - (3.5)
otrzymujemy kolejno

- iloraz r6znicowy przedni (przyblizenie pochodnej prawostronnej)

yll y|+1h Yi e = O(h) (36)

- iloraz r6znicowy wsteczny (przyblizenie pochodnej lewostronne;j)
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y = % e=o(h) (3.7)
- iloraz ré6znicowy centralny (przyblizenie pochodnej centralnej)

r_ Yin—Yia 2

r= i Jid e=o0(h 3.8
Y, oh (h%) (3.8)

Ilorazy réznicowe przedni 1 wsteczny maja doktadnos¢ pierwszego rzedu, na-

tomiast iloraz réznicowy centralny ma doktadno$¢ drugiego rzedu.

4. Ilorazy roznicowe dla pochodnych wyzszych rzedow
[loraz r6znicowy przedni
Yieo —Yia _ Yiaa = Vi

r Yia— Vi h h Yieo = 2Yia + Y
i+ = = 4.1
Y h h h? (41)

[loraz r6znicowy wsteczny

Yi ~Yia _ Yia Vi
" i,_ i,— = 2Yia Vi
yr=Y hy i__h h h  _Y yhzl Yi2 (4.2)

[loraz r6znicowy centralny

, ’ Yia—Yi _ Yi —Yia
Yivsz = Yiar h h Y= 2Yi+Yi, (4.3)

sy T h h?

5. Rézniczkowanie numeryczne — zastosowanie interpolacji

Dane:

X0y X1y «oey Xn (5.1)
oraz

Yo = f(Xo), y1 = f(X1), ..., Ya = f(Xn) (5.2)

Posta¢ funkcji y = f(X) jest lub nie jest znana. Zaktadamy, ze funkcja ta ma po-

chodne az do rzgdu n + 1 w przedziale (a, b) zawierajacym punkty Xo, Xy, ..., Xn.
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Nalezy obliczy¢ pochodne funkcji roznych rzgdow w przedziale X, <X <X

gdzie Xmin = MiN X; 0raz Xmax = Max X;.

Rozniczkowanie numeryczne

max?

Zadanie to mozna rozwigza¢ w sposob przyblizony poprzez znalezienie wielo-

mianu interpolacyjnego F(X) i zalozenie, ze

£(x) = FY(x)

(5.3)

Blad bezwzgledny tej metody mozna oszacowac tylko dla wezidéw interpolacji

wykorzystujac ponizsze twierdzenie.

TWIERDZENIE 1

Jezeli w przedziale (a, b)

£ (x) < M

gdzie M jest stala, to

‘f(")(xi)— F(")(xi)( < (L i[(X— X X =%) -+ (x =%, )]

n+1)!dx*
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(5.4)
(x=x;)
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