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Interpolacja funkcji

1. Sformulowanie problemu:

(a) (b) (c)

Rys. 1. Interpolacja funkcji (a) liniowa, (b) kwadratowa, (c) kubiczna.

Dane s3 argumenty
X0, X1, ey Xn (1.2)
oraz odpowiadajace im wartosci funkcji

Yo = f(Xo), y1 = f(Xa), ..., ¥n = f(Xn) (1.2)

Posta¢ funkcji y = f(X) jest nie znana lub znana.

Poszukiwana jest funkcja F(x) o nastepujgcych wlasciwosciach:

F(x) ~ f(X) W przedziale Xmin < X < Xmax (1.3a)
F(x) =f(x) dla X, X1, ..., Xn (1.3b)
gdzie:

Xmin = MIN X; (1.4a)
Xmax = Max X (1.4b)

Funkcj¢ F(x) nazywa si¢ funkcjg interpolujaca, a dane punkty (Xi, i) weztami interpolacji.

Funkcje F(X) mozna na przyktad przedstawi¢ w postaci liniowej kombinacji zatozonych z gory

funkcji (bazowych): ¢, (x), @, (X), ..., ¢, (X)

y = F(X) =2 (x)+ 3,9, (%) + ...+ 2,0, (x) (1.5)

2. Interpolacja wielomianem potegowym

p(x)=x",  i=0,1,..,n (2.1)
n=1 (2 punkty) - interpolacja liniowa
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y=a,+aXx (2.2)
= X

yO aO + a1 0 (2.3)

Yi=a +aX%

n =2 (3 punkty) - interpolacja kwadratowa

y=a, +a,X+a,x’ (2.4)

2
Yo =8, t X, +3,X,
Y1 =g + 8%, +a,X; (2.5)

2
Y, =8, X, +a,X;

Interpolacja liniowa - zastosowanie do tablic

Xo < X1 <...<Xp (2.6)

AX; = Xj+1 — X; = const 2.7)

Xi £ X < Xisg (2.8)

y-y =22 x) 29
Xiyg =X

3. Interpolacja wielomianem Lagrange'a

00 (¥)= (X =2 X =%, Jx = %5) .. (X =)
(%)= (x =% X = %, X = X5) .. (X=X,

3.1)

@ (X)=(x =% X=X JX = %,) oo (x =%, )
Funkcje bazowe ¢,(x,) sa wielomianami stopnia n, przy czym w funkcji ¢,(x,) (i =0,
1, 2, ..., n) nie wystepuje czynnik (x — X;).
Wielomian interpolacyjny wyraza si¢ tu wzorem
W(X) =a, (X =X X =X,) oo (X=%,)+a, (X=X NX=X,) ... (X=X,)
+oora (X=X )X =%) .. (Xx=x_,)
(3.2)
Wyznaczenie wspotczynnikow a; sprowadza si¢ do rozwigzania uktadu rownan alge-

braicznych liniowych
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X-a=y (3.3)
gdzie:
(% = %)+ (% — X ) 0 0 7
o e e
i O 0 0 (x, —xo)--.-(xn —X,4)]
(3.4)
] o
a=| ™ (3.53) y=| " (3.5h)
3 ] Vi
a=X"'.y (3.6)

Dzieki wtasciwosci macierzy (3.4) dostajemy wprost wyrazenia na wspotczynniki ay

q — Yo

’ (XO—Xl)(XO—XZ)---(XO—Xn)

o = Ys

' (Xl_xo)(xl_xz)"'(xl_xn) (3-7)
a, = Y

n

(Xn - Xo)(xn - Xl)"' (Xn - Xn—l)

Po podstawieniu (3.7) do (3.2) dostajemy nastepujaca posta¢ wielomianu interpola-
cyjnego Lagrange'a

ey B0 )k YK, )k,
SR ] ey ey e R gy ey

(3.8)
lub krécej
; H(X_Xj)
W(x) =y, §=0,1,.m (39)
i [T\ —X,

j#i
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Po podstawieniu do (3.8) lub (3.9) x = x; otrzymujemy W(X;) = i.

Przyklad 1

Znalez¢ wielomian interpolacyjny, ktory w punktach -2, 1, 2, 4 przyjmuje wartosci 3,

1,-3, 8.

Xo==2, ¥, =3
x=1y=1

X,=2,Y,=-3
X, =4, y,=8

Rozwiazanie:

Stosujemy wzor interpolacyjny Lagrange’a

W(X):%yi ( (X_XO)(X_Xl)”' (X_Xi—l)(x_xiﬂ)'” (X_Xn) (Pl)

Xi _XO)(Xi _Xl)"' (Xi _Xi—l)(xi _Xi+1)"' (Xi _Xn)

ktory dla n =3 przyjmuje postac

W(X) =Y, (X=X )(X =X, )(X = X;) Ly, (X=X )(X = X, )(X = X3)
(%o =X )(Xo =%, )(X) = X3) (% = X)X = X,)(X = X5)

B 5 o Ot M 0 e W
’ (Xz - Xo)(xz - Xl)(XZ - Xs) ’ (Xs - Xo)(xs - Xl)(X3 - Xz)
Po podstawieniu do (P2) danych liczbowych dostajemy
Ca (x-1)(x-2)(x - 4) .(x+2)(x—2)(x—4)
JR R N ) (i Sy My (WO (W) (Y .

(x+2)x-1)(x-4) . (x+2)x-1)(x-2)

2+2\2-102-4)" " (a+2)4-1{4-2)

W (X) ==L (X* = 7x* +14x —8) + 1 (X* —4x* — 4x +16)
+3(X° =3%* —6X+8) +2(X° —X* —4x+4) (P4)

—_2y3_3y2_25
=ZX —5X" —2X+6

2015-01-13 13:13:00
4/8



interpolacja.DOC

4. Interpolacja splajnami trzeciego stopnia (kubicznymi)

f
1 Data points

Actual, unknown, function
(with abrupt change)

Actual (unknown) function

< Data points
| //

(b)

3rd-order (cubic) polynomial

/ interpolation

Actual, unknown, function

__— Data points

(c)

Actual, unknown, function

Cubic spline interpolation
Data points

M) ¢

Rys.2. Splajny kubiczne.

Dane jest n + 1 punktéw (weztow interpolacji) o wspotrzednych (Xo, Yo), (X1, Y1), -y

(Xn, Yn)- Poszukujemy n wielomianéw trzeciego stopnia o rownaniach

f(x)=a, +bx+cx*+dx*

i=12,...n, (4.1)

taczacych punkty (Xi1, Yi-), (X, Vi), gdzie i =1, 2, ..., n, takich aby uzyskana linia byta

gtadka (zeby ptynnie przechodzita przez wszystkie dane punkty).

Nalezy wiec znalez¢ warto$ci 4n wspotczynnikow a;,b;,c, oraz d; (i=1,2,...,n).
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W celu wykonania zadania sformulujemy nastepujace warunki.
1. Z ciagtosci linii wynika, ze
f(x)=y, dlai=12...,n-1 (4.2)
f.(x)=y dlai=12...,n-1 (4.3)

2. Pierwszy wielomian musi przechodzi¢ przez punkt (X, Yo), Natomiast ostatni

wielomian musi przechodzi¢ przez punkt (X,, Y,), czyli

f.(X,)=Y, (4.4)

f.(x)=Y, (4.5)
3. Zaktadamy, ze w weztach interpolacji jest

fi(x)=f/(x) dla i=12,...,n-1 (4.6)

czyli

b, +2c¢x +3d.x* =b_, +2c ,x +3d. X 4.7)

4. Przyymujemy takze, ze w wezlach interpolacji zachodzi

f7(x,)=f"(x) dla i=12,..,n-1 (4.8)
czyli
2c, +6d.x, = 2c,,, +6d,,,X; (4.9)

Warunek (4.1) daje nam 2n — 2 réwnan, warunek (4.2) dwa rownania, warunki (4.3)
oraz (4.4) po n— 1 rownan. W sumie dysponujemy 4n — 2 rownaniami. Do wyzna-
czenia wszystkich poszukiwanych wspotczynnikow brakuje nam dwoch rownan.

Réwnania te mozna sformutowacé nastgpujgco.

a) Zakladamy, ze
f"(x,)=0 czyli 2c, +6d,x,=0 (4.10)
f"(x,)=0 czyli 2c,+6d x, =0 (4.11)
Otrzymujemy w ten sposob splajny z liniowymi koncami.

b) Przyjmujemy, ze
f"(x,)= f"(x,) czyli 2c, +6d,x,=2c, +6d,x (4.12)
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f"(x,)=f"(x,,) czyli 2c,+6d x =2c +6d X , (4.13)

Otrzymujemy w ten sposob splajny z parabolicznymi koncami.

c) Dokonujemy liniowej ekstrapolacji drugiej pochodnej dla koncoéw przedziatu

f1” (Xl) — fl” (Xo) — fzﬂ(xz ) — fzﬂ(xl) (4_14)
X =X, X, =X,

fn”(xn ) B fn”(xn—l) — fnﬂ—l(xn—l ) B fn"—1 (Xn—z ) (4 15)
Xy = Xna Xoa — X2

Dostajemy w ten sposob splajny z koncami trzeciego stopnia.

F) 4 ax> + byx + ¢y
ax* + box + ¢,

ax® + byx + ¢,

S(xp)

S (xp)

_Interval 1 | Interval 2 | Interval 3

Y

Rys. 3. Splajny kwadratowe.

5. Interpolacja funkcji w Mathcadzie

bspling(vx, vy, u,n) - oblicza wektor wspotczynnikéw VS, wykorzystywany do

wyznaczania splajnéw stopnia n = 1 - 3 przez funkcje Interp(Vvs,vx, vy, X) . Wezly

splajnow okresla wektor U; Uy < VX 0raz Uggiaini = VXostatnis 1iczba elementow
wektora U jest rowna liczbie elementdw wektora VX pomniejszonej o (N - 1). vx i vy
powinny by¢ rzeczywistymi wektorami o takiej samej liczbie wspotrzednych; wspot-
rzgdne VX nalezy poda¢ w kolejnos$ci rosnace;.
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cspline(vX, vy) - oblicza wektor wspotczynnikow VS, wykorzystywany do wy-
znaczania splajnéw stopnia trzeciego, z koncami trzeciego stopnia, przez funkcje
interp(Vvs, VX, VY, X) . vx i vy powinny by¢ rzeczywistymi wektorami o takiej samej
liczbie wspotrzednych; wspodtrzedne vX nalezy poda¢ w kolejnosci rosnace;.

interp(Vvs, VX, VY, X) - wyznacza interpolowang warto$¢ dla argumentu réwnego X.

Wektor Vs jest wektorem uzyskanym z funkcji bspline, cspline, Ispline lub pspline

dla wektorow danych VX oraz VY. Wspotrzedne vX nalezy podaé¢ w kolejnosci rosna-
cej.

linterp(vX, VY, X) - wyznacza za pomocg interpolacji liniowej warto$¢ funkcji dla
argumentu rownego X. VX I VY powinny by¢ rzeczywistymi wektorami o takiej samej
liczbie wspotrzednych; wspotrzedne vx nalezy poda¢ w kolejnosci rosnace;.

Ispline(vX,vy) - oblicza wektor wspotczynnikow VS, wykorzystywany do wyzna-
czania splajnéw stopnia trzeciego, z koncami liniowymi, przez funk-

cjeinterp(Vvs, VX, VY, X) . vx i vy powinny by¢ rzeczywistymi wektorami o takiej
samej liczbie wspotrzednych; wspodtrzedne vX nalezy poda¢ w kolejnosci rosnace;.

pspline(vx, vy) - oblicza wektor wspotczynnikow VS, wykorzystywany do wy-
znaczania splajnéw stopnia trzeciego, z koncami parabolicznymi, przez funkcje
interp(Vvs, VX, VY, X) . vx i vy powinny by¢ rzeczywistymi wektorami o takiej same;j
liczbie wspotrzednych; wspdtrzedne vX nalezy poda¢ w kolejnosci rosnace;.
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