Rown_algebr_liniowe

Uktady réwnan algebraicznych liniowych

1. Informacje ogdlne

Uktad n rownan liniowych zawierajacy n niewiadomych to uktad cramerowski

albo uktad zgodny.

A X, +a,X, +-+a X, =h

1n“*n

Ay X +a,X, + -+ a8, X, =D,

a (1.1)

B + By, + -+ A, =,
Posta¢ macierzowa uktadu (1.1)
A-x=Db (1.2)
gdzie

(a, a, - a, | b, ] (X, |
Az|l %2 7 G b=|P x=| "2 (1.3)

a, a, - a,| _Bn_ _>;n_

A - macierz gtowna uktadu
b - wektor wyrazéw wolnych

X - wektor niewiadomych

W dalszej analizie zatozymy, ze uktad (1.1) jest niesprzeczny i1 ma jedno roz-

wigzanie.

2. Metoda eliminacji Gaussa

Dany jest uktad rownan
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ol +al o+ afdx, =bf
Jal + ol + -+ alls, =t on

a%x +a¥x, +---+a¥x =bW

Od i-tego wiersza, dla 1 =2, 3, ..., n, odejmujemy wiersz pierwszy pomnozony

przez a¥/a¥. Otrzymujemy

al(f)xl + al(s)XZ toee Tt al(r?) Xp = bl(Z)
e, + -+ allx, =l 22
ar(mzz)xz +- nn Xn - b

Nastepnie od i-tego wiersza, dla i = 3, 4, ...,n, odejmujemy wiersz drugi pomno-

zony przez a2 /al?). Otrzymujemy

el ol vl b
ag)x2 + ag)x3 et a2n X, b
aldx, +---+al’x =b® (2.3)

Kontynuujac takie postgpowanie, po wykonaniu n — 1 eliminacji otrzymujemy

g + ol +alfe, + -+ alx, =b"
o, +alte, + -+ allx, =b

agg)x3 4ot ag';)xn = bé”) (2.4)
o, ="

x =2o (2.5)
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adlai=n-1,n-2,...,1

X, = b, —a,X, —a"' — Qi Xin (2.6)

Przyklad 1

Rozwigza¢ nastepujacy uktad rownan algebraicznych liniowych metoda elimi-

nacji Gaussa

2%, + X, —01%, + X, =2,7 (P1)
0,4x, +0,5x, + 4%, —8,5x, =219 (P2)
0,3%, — X, + X; +5,2X, = -39 (P3)

X +0,2X, +2,5%, — X, =9,9 (P4)
ay 04 :
Rownanie (P1) mnozymy przez —3- = ;2 =0,2. Otrzymujemy
8y,
0,4x, +0,2x, —0,02x, +0,2x, = 0,54 (P5)

Od rownania (P2) odpowiednio stronami odejmujemy rownanie (P5)

0,3, +4,02x, —8,7x, = 21,36 (P6)

@
Réwnanie (P1) mnozymy przez % = % =0,15. Wynik odejmujemy od row-
1

nania (P3). W ten sposob dostajemy rOwnanie

—115x, +1,015x%, +5,05%, =—4,305 (P7)
Rownanie (P1) mnozymy przez % =5 = 0,5. Wynik odejmujemy od rownania
(P4) i otrzymujemy 1

—0,3%, +2,55x, —1,5x, =8,55 (P8)

W ten sposob z réwnan (P2) — (P4) wyeliminowali$my niewiadoma X;. Uktad
(P1) — (P4) ma teraz postaé

2% + X, =01, + X, =2,7 (P1)
0,3x, +4,02x, —8,7X, = 21,36 (P6)
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—115x, +1,015x, + 5,05x, = —4,305 (P7)
—0,3x, +2,55%, —1,5%, = 8,55 (P8)

W analogiczny sposob z uktadu réwnan (P6) - (P8) wyeliminujemy niewiadoma
(2)
a; _ —115

X2. Rownanie (P6) mnozymy stronami przez —5 = 03 =-3,83(3)
a22 !
—115x, —15,41x, +33,35%x, =—81,88 (P9)
a wynik (P9) odejmujemy od rownania (P7) otrzymujac
16,425x%, —28,300x, = 77,575 (P10)

a? -03 i i
—2 = —==-1,0, a otrzymany wynik odejmu-
ay, 0,3

jemy od rownania (P8) uzyskujac

Réwnanie (P8) mnozymy przez

6,570x, —10,200x, = 29,910 (P11)

Uktad (P1), (P6) — P(8) przechodzi w

2X, + X, —01x, + X, =2,7 (P1)
0,3x, +4,02x, —8,7x, = 21,36 (P7)
16,425x, — 28,300x, = 77,575 (P10)
6,750x%, —10,200x, = 29,910 (P11)
W celu eliminacji z uktadu réwnan (P10) i (P11) niewiadomej X3, rOwnanie
(2)
(P10) mnozymy przez a‘(‘g) _ 5750 0,410959 a wynik odejmujemy od réw-
a;; 16,425
nania (P11)
111998x, =-1,11998 (P12)

Uktad (P1), (P7), (P10), (P11) zostat przeksztatcony w

2X, + X, —01x, + X, =2,7 (P1)

0,3x, +4,02x, —8,7x, = 21,36 (P7)
16,425x, — 28,300%, = 77,575 (P10)
111998x, =—-111998 (P12)
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Roéwnania (P1), (P7), (P10) 1 (P12) tworza uktad réwnan odpowiadajacy ukta-
dowi (P1) — (P4).

Z robwnania (P12) wyznaczamy X,

x, =— 1998 _ 4 50000
111998

Z robwnania (P10) wyznaczamy Xz

_ 77,575+28,300-x, 77,575+ 28,300 (-1,00000)

X, = 3,00000
16,425 16,425

Z réwnania (P7) wyznaczamy X,

o _2136-402-x +87 %, _2136-4,02-300000+87- (~1,00000)
, = -
0,3 03

= 2,00000

Z réwnania (P1) wyznaczamy X;

27-%+01-X,—X, 2,7 —200000+0,.1-300000—(-1,00000)

5 5 =1,00000
3. Metody iteracyjne
Dany jest uktad n rownan liniowych o postaci macierzowe;j
A-x=Db (3.1)
Uktad (1) mozna sprowadzi¢ do nastepujacego schematu iteracyjnego
X =M-xD 4w (3.2)

gdzie M jest macierza kwadratowa, a w wektorem.

Kolejnos¢ postgpowania podczas obliczen jest nastgpujaca:
e zakladamy (w ogolnosci dowolne) wartosci sktadowych wektora x© (czgsto

jest to wektor zerowy),

e zréwnania (3.2) obliczamy warto§é x Y,

e w rownaniu (3.2) w miejsce X wstawiamy obliczong wartogé x*Y,
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1

e zrownania (3.2) obliczamy kolejng wartos¢ x
e itd.

Gdy schemat iteracyjny (3.2) jest zbiezny, to dla i — oo wektor X zmierza do

rozwigzania uktadu (3.1).

4. Metoda iteracyjna Jacobieqo

Dany jest uktad rownan algebraicznych liniowych

ap X, +a, X, -+ a, X, :bl
Ay X, + 85X, +oo-+8,,X, =D,

2n"*n

4.1)
a, X +a,X,+--+a, X =b
Uktad (4.1) mozna przedstawi¢ w postaci
1
X :_[bl —apX; —a3X; _"'_alnxn]
8y
Xy = i[bz T8y Xy — Xy T aZan]
Ay (4.2)
1
Xo =7 [bn —Au X — X an,n—an—l]
Uktad (4.2) mozna zapisa¢ w formie
1 n .
xi:—{bi— > aijxj}; 1=12,...,n (4.3)
. j=1, ji

Pierwsze przyblizenie rozwigzania mozna przyja¢ dowolnie, np. Xi(l) =0, dla
1=12,...,n. Kolejne przyblizenia otrzymuje si¢ z zaleznosci (4.3)

xi(k“):i[bi— Zn: aijxg")}; i=12,....n; k=12,... (4.4)

i J=1, jil

Proces iteracyjny przerywa sie, gdy
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‘Xi(k+1) _Xi(k>‘£g; 1=12,...,n (4.5)

lub

(k+1) (k)
X — X

@ <¢g; 1=12,...,n (4.6)

gdzie &jest odpowiednio malg liczbg. Warunkiem wystarczajacym zbieznos$ci

metody Jacobiego jest

al> > Jayl: i=12,...n (4.7)

j=1 j=i

5. Metoda iteracyjna Gaussa-Seidela

Dany jest uktad rownan algebraicznych liniowych

ap X +aX, +---+a, X, :bl
Ay X, +8xuX, +---+ 8, X, =D, (5.1)

anlxi +an2X2 +'“+anan = bn

Uktad (5.1) mozna przedstawi¢ w postaci

1
X1:_[b1_a12X2_a13X3_"'_a1an] (5-2)
ay
1
X, = _[bz — Ay X —AyXy = aZan] (5-3)
22
1
X =—[b3—a31X1—a32X3—---—asan] (5-4)
Ay,
1
Xn = [bn - a‘nlxl - an2X3 -t a‘n,nflxnfl:l (55)

nn

Pierwsze przyblizenie rozwigzania mozna przyja¢ dowolnie, np. x® =0, dla

1=2,3,...,n. Kolejne przyblizenia otrzymuje si¢ z uktadu (5.2)-(5.5). Z rowna-
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nia (5.2) wyznacza sie x\*, nastepnie, wykorzystujac obliczong wartoéé x\?, z
rownania (5.3) wyznacza sie x”. Dalej, wykorzystujac obliczone wartosci x{?

i x{?, z rownania (5.4) oblicza sie x{”, itd. Algorytm ten mozna przedstawi¢

nastepujaco
. 1 i-1 . n
X = a_{bi —Zaijxgk D _ > aijxﬁk)} (5.6)
i j=1 j=i+1
1=12,...,n; k=12,...
Proces iteracyjny przerywa si¢, gdy
XD —x®| < i=12,...,n (5.7)
lub
(k1) _ (k)
e Y i=12,...n (5.8)
X;

gdzie &jest odpowiednio malg liczbg. Warunkiem wystarczajacym zbiezno$ci

metody Gaussa-Seidela jest

al> > Jayl: i=12,...,n (5.9)

j=1, j=i

Przyklad 2

Dany jest uktad rownan

12x, — 3%, +4x, =201
—3x, +10x, — X, =10,7 (P1)
4X, — X, +8%, =0,7

Uktad ten ma rozwigzanie: X, =2,4, X, =1,7, X, =-0.9.
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Z uktadu (P1) utworzymy schemat iteracyjny Jacobiego. Z pierwszego rowna-
nia uktadu (P1) wyznaczymy niewiadoma X;, Z drugiego wyznaczymy X,, a Z

trzeciego X3

1
= (3x, —4x, +201)

1
% =15 (3%, + %, +10,7) (P2)

X, = %(— 4, + X, +0,7)

Zalozymy pierwsze przyblizenie rozwigzania, np. X{” = x¥ =x{® =0. W ogél-
nosci niewiadomym mozemy nada¢ dowolne wartosci. Pierwsze przyblizenie
rozwigzania podstawiamy teraz do prawych stron uktadu (P2) wyznaczajac w

ten sposob drugie przyblizenie rozwigzania uktadu (P1) x, x{V, x{V.

x® = é(s 9 —4x9 + 20,1)= é(3 .0-4-0+201)=1,675

X = %(3x1(°) +x{ +10,7) %(3 -0+0+10,7)=1,070

o % (L4x©® +x® 10.7) %(_4.0+0+o,7): 0,087

W nastepnym kroku drugie przyblizenie podstawiamy do prawych stron rownan

(P2), itd. Wyniki uzyskane w kolejnych iteracjach przedstawiono w tablicy 1.

Tablica 1
X1 X2 X3
0 0 0 0
1 1,675 1,070 0,087
2 1,913 1,581 -0,616
3 2,273 1,582 -0,672
4 2,294 1,686 -0,853
6 2,376 1,699 -0,894
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8 2,394 1,700 488 -0,899 662
10 2,398 648 1,700 286 -0,900 208
12 2,399 656 1,700 113 -0,900 123
16 2,399 975 1,700 012 -0,900 017
20 2,399 998 1,700 001 -0,900 002

W metodzie Gaussa-Seidela x; wyznaczone z pierwszego rownania uktadu (P2)
natychmiast podstawiamy do drugiego 1 trzeciego rownania tego uktadu (wyko-
rzystujemy te warto$¢ w tej samej iteracji). Podobnie x, wyznaczone z drugiego

roOwnania uktadu (P2) wykorzystujemy w tej samej iteracji podczas wyznaczania

X3 Z trzeciego rdwnania tego uktadu.

x® — i(gx(l) + x0 +10,7): i(E’; -1,675+0 +10,7) =1572
ST R 10

1

1

x® =1 (Cax® 4 x® £0,7)= 1 (-4.1675+1572+0,7)= 0,553
8 8

Kolejne rozwigzania uzyskane metodg Gaussa-Seidela przedstawiono w tablicy

2.
Tablica 2
Nr X1 Xo X3
iteracji

0 0 0 0

1 1,675 1,572 -0,553

2 2,253 1,690 -0,827

4 2,395 1,699 946 -0,897 718

6 2,399 870 1,700 000 -0,899 935

8 2,399 996 1,700 000 -0,899 998
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Z poréwnania wynikow zamieszczonych w tablicach 1 oraz 2 wynika, ze roz-

wigzanie uzyskane metoda Jacobiego po 20 iteracjach otrzymano metoda Gaus-

sa-Seidela juz po 8 iteracjach. Metoda Gaussa-Seidela charakteryzuje si¢ wigc

szybszg zbieznoscig.

Przyklad 3

Uktad réwnan z przyktadu 2 sprowadzimy do schematu iteracyjnego (3.2). Na

podstawie rownan P2 mozemy zdefiniowaé¢ macierz M oraz wektory w oraz x

4

3 -4
[ [

12 12
3 1
SRS
10 10
-4 1
— = 0
8 8 Y,

x]1 :=Mx+w

x] —»

(% x3
S e TS
4 3

3'X1 X3
— +—+1.07
10 10

2 K

— — — + 0.0875
8 2

(20.1
12
10.7
10
0.7

I

8

|
%2

13
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