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Przedmowa

W ostatnich latach znacznie wzrosto zainteresowanie modelem matematycznym
przewodzenia ciepta w ciatach statych, ktory uwzglednia skonczong predko$¢ rozchodzenia
si¢ ciepta. W literaturze Swiatowej ukazato si¢ bardzo wiele publikacji, w ktorych autorzy
proponujg rézne sformutowania réwnania opisujgcego przewodzenie ciepta ze skonczona
predkoscia, badaja wlasciwosci proponowanych réwnan 1 rozwigzuja przyktadowe
zagadnienia brzegowe. Obecnie najczgsciej stosowane jest hiperboliczne roéwnanie

przewodnictwa cieplnego sformutowane przez Cattaneo i Vernotta.

Niniejsza praca poswigcona jest hiperbolicznemu réwnaniu przewodnictwa cieplnego
oraz sformutowanemu przez autora réwnaniu relaksacyjnemu przewodzenia ciepta, ktorego
szczeg6lnym przypadkiem jest rownanie hiperboliczne. Rownanie relaksacyjne uwzglgdnia
zaréwno relaksacje strumienia ciepla (skonczong predkos¢ strumienia ciepta) jak i relaksacje

wydajnosci wewnetrznego zrodta ciepta.

Praca sklada si¢ z czterech zasadniczych czgsci. Cze$¢ pierwsza zawiera
wprowadzenie do tematyki modelowania matematycznego przewodzenia ciepta. W czesci
drugiej oméwiono sposob sformutowania i whasciwosci parabolicznego, hiperbolicznego i
relaksacyjnego rownania przewodnictwa cieplnego. W czgéci trzeciej zaprezentowano
rozwigzania analityczne i numeryczne wybranych przypadkéw hiperbolicznych, czesé
czwarta zawiera rozwigzania analityczne, polanalityczne 1 numeryczne wybranych

przypadkow relaksacyjnych.

Wigkszo$¢ zagadnien brzegowych analizowanych w pracy rozwigzano analitycznie
metodg transformacji Laplace’a. Metoda ta jest szczegoOlnie dogodna do rozwigzywania
liniowych zagadnien jednowymiarowych w osrodkach poieskonczonych, takich jakie
przede wszystkim sg analizowane w pracy. Dobor zaprezentowanych przyktadow z jednej
strony wynika z dgzenia do uwypuklenia charakterystycznych cech modelu hiperbolicznego i
relaksacyjnego w porownaniu z modelem parabolicznym, z drugiej strony jest on ograniczony

mozliwoscig uzyskania rozwigzan analitycznych.

Wigkszos¢ oryginalnych rozwigzan zaprezentowanych w trzeciej i czwartej czgScCi
pracy zostalo uprzednio opublikowanych przez autora [37, 41-45,47] | przez autora z

zespotem [30-33] w migdzynarodowych czasopismach naukowych: International Journal of
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Heat and Mass Transfer [47], International Communications in Heat and Mass Transfer [33,
41], Cryogenics [31, 42], Journal of Physics D: Applied Physics [43, 45] oraz Heat and Mass
Transfer [30, 32, 37, 44]. Rozwigzania dotyczace modelu relaksacyjnego zostaty takze

omoéwione w monografii pt. ,,Relaksacyjny model przewodzenia i generacji ciepta” [46].
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Wykaz wazniejszych oznaczen

a - dyfuzyjnos¢ cieplna, k/(pc, ), m?/s
Cy - ciepto wilasciwe przy statym ci$nieniu, J/ (kg K)
C, - ciepto wlasciwe przy statej objetosci, J/ (kg K)
C - ciepto wiasciwe przy statym ci$nieniu, J/ (CmsK)
g - stacjonarna wydajno$¢ wewnetrznego zrodta ciepta, W/m?®
g, - niestacjonarna wydajno$é wewnetrznego zrédta ciepta, W/m?®
G - gradient temperatury, K/m
- wydajno$¢ wewngetrznego zrodia ciepla odniesiona do powierzchni przewodnika,
W/cm?
I1 - zmodyfikowana funkcja Bessela pierwszego rzedu
k - wspétczynnik przewodnictwa cieplnego, W/(mK)
L - operator Laplace'a

L™ - odwrotny operator Laplace'a

q - wektor gestoéci strumienia ciepta, W/m?
g, - wspohrzedna na osi x wektora g, W/m?
r - promien wodzacy, m
s - entropia jednostkowa, J/(kgK)
- zmienna zespolona Laplace'a
t - CzZas, S
t, - czas relaksacji wydajnosci wewnetrznego zrodta ciepta, s
t, - czas relaksacji strumienia ciepta, s
T - temperatura bezwzgledna, K

T

s T - temperatury odniesienia, K

u(t) - jednostkowa funkcja skokowa

w - predkos¢, m/s

- predkos¢ propagaciji fali termicznej, m/s

X, Y, Z -wspoélrzedne liniowe, m
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X, Y, Z - bezwymiarowe wspotrzedne liniowe

Litery greckie

5(t) - funkcja (dystrybucja) Diraca

€] - bezwymiarowa temperatura

[©) - transformata bezwymiarowej temperatury

Yo - gestosc, kg/md

o - wydajnoéé zrodla entropii, W/ (m3K)

T - bezwymiarowy czas

7, - bezwymiarowy czas relaksacji wydajnosci wewngtrznego zrodia ciepta, t, / (Ztk)
T, - bezwymiarowy czas relaksacji strumienia ciepta, 0,5

() - wektor bezwymiarowej gestosci strumienia ciepta

®, - wspolrzgdna na osi x wektora @

b4 - bezwymiarowa stacjonarna wydajnos¢ wewnetrznego zrddta ciepta

Y, - bezwymiarowa niestacjonarna wydajno$¢ wewnetrznego Zrodla ciepta
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1. Wstep

Klasyczna fenomenologiczna teoria przewodzenia ciepta jest oparta na empirycznym prawie
Fouriera, wedlug ktoérego przyczyng przeptywu ciepta w ciele jest wystgpienie W nim
gradientu temperatury. Przewodzenie ciepta nast¢puje natychmiast po pojawieniu sig
gradientu temperatury, a gesto$¢ strumienia ciepla jest proporcjonalna do gradientu. Kazdej
zmianie gradientu temperatury odpowiada bezzwloczna zmiana gestosci strumienia ciepta do
wartosci wynikajacej z prawa Fouriera. Wprowadzenie prawa Fouriera do rownania bilansu
energii prowadzi do parabolicznego rdwnania przewodnictwa ciepta, ktore opisuje
przewodzenie ciepta z nieskonczenie duzg predkosciag. W parabolicznym modelu
przewodzenia ciepta zmiana temperatury w dowolnym punkcie ciala jest natychmiast
»odczuwana” przez wszystkie pozostate punkty nalezace do ciata. Jednak bezposrednio po
wzroscie temperatury w okreslonym punkcie ciata, przyrost temperatury w punktach lezacych
odpowiednio daleko od tego punktu jest bardzo niewielki, praktycznie rowny zeru.
Mikroskopowa analiza mechanizmu przewodzenia ciepta prowadzi do wniosku, ze
postulat nieskonczenie duzej predkosci strumienia ciepla nie moze by¢ prawdziwy. Z
mikroskopowego punktu widzenia przewodzenie ciepta polega na przekazywaniu energii
przez nosniki energii wystepujace w ciele. Nosniki o wigkszej energii przekazujg energie
no$nikom o energii mniejszej podczas zderzen. Im wyzsza temperatura ciata, tym wigksza
energia nosnikow. W metalach nosnikami energii podczas przewodzenia ciepla sg elektrony
swobodne 1 fonony, w niemetalach o budowie krystalicznej no$nikami energii s3 fonony. Z
powodu opisanego wyzej mechanizmu przewodzenia ciepla, strumien ciepta przemieszcza si¢
w przewodniku ze skonczona predkoscia wynikajaca z predkosci nos$nikoéw. Predkosé
no$nikow mozna oszacowaé dzielac $rednig droge swobodna no$nikéw przez sredni czas
pomigdzy kolejnymi kolizjami nosnikow. W rzeczywistym przypadku przewodzenia ciepta,
natychmiast po wzroscie temperatury w okreSlonym miejscu ciata, reszta ciala ma
niezmieniong temperaturg, gdyz strumien ciepta przemieszcza si¢ w ciele z okreSlong
predkoscia. Mamy tu do czynienia z falg termiczna, co zostalo wykazane do§wiadczalnie
[1, 56]. Predkos$¢ tej fali jest zazwyczaj bardzo duza, np. predkos$é fononéow w ciele statym o
temperaturze otoczenia jest rzedu od 10* do 10° m/s [65]. Z tej przyczyny zalozenie jej
nieskonczenie duzej wartosci jest najczesciej uzasadnione. Jednak gdy proces przewodzenia
ciepta charakteryzuje si¢ bardzo duza dynamika, np. podczas ogrzewania promieniem
laserowym [14], lub gdy temperatura osrodka przewodzacego cieplto jest bardzo niska, rzedu

kilku kelwinoéw [1, 42,59], falowy charakter transportu ciepta moze by¢ dominujacy i
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wowczas paraboliczny model przewodzenia staje si¢ niewystarczajacy. Kaminski [25]
potwierdzit eksperymentalnie, ze réwniez w przypadku cial o =zlozonej strukturze
wewnetrznej zawierajacych wilgo¢, np. cial porowatych, ciat o budowie komorkowej,
zawiesin, past, itp., obserwowany jest transport ciepta w postaci fali termicznej. Odkrycie
Kaminskiego zostalo potwierdzone eksperymentalnie takze przez innych badaczy [50, 57].
Ukazaly si¢ jednak tez prace kwestionujace falowy charakter transportu ciepta w takich
ciatach [19, 20].

Stwierdzenie falowego charakteru zjawiska przewodzenia ciepta zrodzito potrzebe
sformutowania nowego modelu tego zjawiska. Nowe réwnanie przewodnictwa cieplnego
powinno by¢ réwnaniem opisujagcym ruch fal thumionych poruszajacych si¢ ze skonczong
predkoscig. Rownanie to powinno takze umozliwiaé opis stacjonarnego przewodzenia ciepla.
W literaturze mozna znalez¢ wiele prob sformutowania takiego rownania, obszerny przeglad
prac na ten temat zawarty jest na przyktad w [22, 23]. Obecnie najwicksze zastosowanie ma
hiperboliczne réwnanie przewodnictwa cieplnego oparte na prawie Fouriera
zmodyfikowanym przez Cattaneo [9, 10]. Transport ciepta opisywany przez to rOwnanie ma
wszystkie wlasciwosci postulowane dla modelu uwzgledniajacego skonczong predkosé
ciepta. Inng cenng wilasciwoscig réwnania hiperbolicznego Cattaneo jest to, ze paraboliczne
réwnanie przewodnictwa cieplnego moze by¢ traktowane jako jego graniczny przypadek dla
nieskonczonej predkosci fali. Przeptyw ciepta opisywany hiperbolicznym réwnaniem
przewodnictwa cieplnego ma charakter relaksacyjny, tzn. po zmianie wielkosci gradientu
temperatury strumien ciepta zmienia si¢ wykladniczo do nowej wartosci wynikajacej z
klasycznego prawa Fouriera. Charakterystyczny czas wykladniczej zmiany strumienia
nazywany jest czasem relaksacji 1 jest on, co do rzedu wielkosci, rowny $redniemu czasowi
pomiedzy zderzeniami no$nikow energii.

Analiza przewodzenia ciepta w cialach, w ktorych wystepuja wewnetrzne zrddla
ciepta o wydajnosci zaleznej od temperatury prowadzi do wniosku, ze wydajnos¢ tych zrodet
rowniez podlega zjawisku relaksacji. Rozwazmy na przyktad przewodnik transportujacy prad
elektryczny. Po zmianie temperatury przewodnika nastgpuje zmiana jego opornosci. Zmiana
opornos$ci pociaga za sobg zmiane wydajnosci zrodla ciepta Joule'a. Pomiedzy zmiang
temperatury azmiang wydajnosci zrodla uplywa skonczony czas. Podobnie rzecz sig
przedstawia w nadprzewodnikach pradu elektrycznego stabilizowanych materiatem
nienadprzewodzacym (normalnym) [42]. Nadprzewodnik taki zbudowany jest z dobrze
przewodzacego ciepto normalnego stabilizatora i osadzonych w nim bardzo cienkich wtokien

nadprzewodzacych, ktore charakteryzujg si¢ bardzo wysokim oporem cieplnym [40, 70].
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Mechanizm transportu i generacji ciepta jest w tym przypadku nastepujacy. Z powodu bardzo
duzej roéznicy w przewodnosci cieplnej stabilizatora i nadprzewodnika, ciepto jest
transportowane wzdluz przewodu przede wszystkim stabilizatorem. Wtokna nadprzewodzace
ogrzewane sg glownie dzigki poprzecznemu transportowi ciepla ze stabilizatora. Po
przekroczeniu przez wltokna nadprzewodzace temperatury krytycznej, odpowiednia czg$é
pradu transportowanego nadprzewodnikiem wypychana jest do stabilizatora i rozpoczyna si¢
w nim generacja ciepla Joule'a. Pomiedzy wzrostem temperatury przewodu a
odpowiadajagcym mu wzrostem wydajnosci zrodta uptywa skonczony czas. Wydajnos¢ zrodia
ciepta Joule'a w technicznym nadprzewodniku podlega wigc zjawisku relaksacji. W dalszej
czesci pracy zostanie sformutowane relaksacyjne rownanie przewodnictwa cieplnego, ktore
bedzie uwzglednia¢ relaksacje strumienia ciepla (skonczonag predko$¢ rozchodzenia si¢

ciepla) oraz relaksacje wydajnosci wewnetrznego Zrodta ciepta.
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2. Modele matematyczne przewodzenia ciepla

2.1. Model paraboliczny

2.1.1. Sformutowanie rownania przewodnictwa i jego podstawowe wilasciwosci
Paraboliczne rownanie przewodnictwa cieplnego

%Tzava +-9 (2.1.1)

PC,

powstaje w wyniku podstawienia wyrazenia na wektor gestosci strumienia ciepta (

okreslonego przez prawo Fouriera

q=-kvT (2.1.2)
do réwnania bilansu energii
pcp%:—v-q+g (2.1.3)

Z réwnania Fouriera (2.1.2) wynika, ze kazdej zmianie gradientu temperatury towarzyszy na-
tychmiastowa, odpowiednia zmiana ggsto$ci strumienia ciepta. Jest to wlasciwosé niezgodna
z fizyka zjawiska, gdyz strumien ciepta podlega relaksacji, czyli ggsto$¢ strumienia ciepta
osigga warto$¢ wynikajaca z réwnania (2.1.2) z pewnym opdznieniem. W zasadzie zwigzek
pomiedzy gestoscig strumienia ciepta a gradientem temperatury w postaci (2.1.2) powinien
by¢ wykorzystywany tylko do opisu standow stacjonarnych. W wyniku zastosowania rOwnania
(2.1.2) do opisu stanéw niestacjonarnych otrzymuje si¢ nieskonczenie duzg predkos¢
transportu ciepta w rownaniu parabolicznym (2.1.1). W zwiazku z tym, w parabolicznym
modelu przewodzenia ciepta zmiana temperatury w dowolnym punkcie ciata jest natychmiast
"odczuwana" w kazdym innym punkcie ciata, co jest niezgodne z rzeczywisto$cig. Jednak w
duzej odlegtosci od punktu, w ktorym nastgpita ta zmiana temperatury, natychmiastowe
przyrosty temperatury nig spowodowane, uzyskane z modelu parabolicznego, sa tak
niewielkie, ze w wigkszos$ci przypadkow doktadno§¢ wynikow otrzymywanych z tego modelu
jest wystarczajaco dobra. Nieskonczong predko$¢ rozchodzenia si¢ ciepta w modelu
parabolicznym mozna zilustrowaé np. przypadkiem eksplozji temperatury na brzegu ciata

poéhieskonczonego. Rozwigzaniem réwnania (2.1.1), dla g =0, z nastepujacymi warunkami

granicznymi
T(x,0)=0 (2.1.4)

T(0,t)=45(t) (2.1.5)
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T(0,t)=0 (2.1.6)

jest funkcja

T(xt)= Wxat)a/zexp[— x? /(4at)] (2.1.7)

W warunku brzegowym (2.1.5) 5(t) jest funkcja Diraca. Rozwigzanie (2.1.7) ma taka
wlasciwos¢, ze dla dowolnie matego t>0 oraz dowolnie duzego x jest T(X,t)>0. w
przypadku falowego modelu tego przypadku przewodzenia ciepta, dla x >wt, gdzie w jest
predkoscia frontu fali termicznej, jest T(X,t) =0.

Zrédlo ciepla wystepujace w rownaniach (2.1.1) oraz (2.1.3) moze byé w ogdlnosci

funkcja wspotrzednych, czasu i temperatury
g=9(xy.ztT)=g(rtT) (2.1.8)

2.1.2. Paraboliczny model przewodzenia ciepla a druga zasada termodynamiki

Dla nieodksztalcalnych ciat statych, ktére sa przedmiotem rozwazan w niniejszej pracy,

p=const oraz ¢, =c,. Zgodnie z klasyczng termodynamikg procesdw nierownowagowych

opartg na postulacie lokalnej rownowagi termodynamicznej r6zniczka entropii jednostkowej

jest w tym przypadku zdefiniowana nastgpujaco
ds=(c,/T)dT (2.1.9)

Po podzieleniu rownania (2.1.9) stronami przez dt oraz po podstawieniu do niego wyrazenia
na dT/dt wyznaczonego z roéwnania (2.1.3) oraz wyrazenia na ds/dt otrzymanego z
rownania bilansu entropii

oS q
—=-V-=+o0 2.1.10
P = ( )

otrzymuje si¢ nastgpujace wyrazenie na wydajno$¢ zrddta entropii

g=%_q‘TV2T (2.1.12)

Podstawiajac za q prawa stron¢ rownania Fouriera (2.1.2) mozemy przeksztatci¢ rownanie

(2.1.11) do postaci

(2.1.12)
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Pierwszy czlon prawej strony réwnania (2.1.12) reprezentuje produkcj¢ entropii
spowodowang dziataniem zrodta ciepta, natomiast drugi czton reprezentuje produkcj¢ entropii
wynikajgcg z nieodwracalnego przewodzenia ciepta. Przy g >0 catkowita produkcja entropii
o jest zawsze nieujemna, co jest zgodne z drugg zasada termodynamiki proceséw

nierownowagowych, ktorej matematycznym sformutowaniem jest nierdéwnosé

>0 (2.1.13)
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2.2. Model hiperboliczny

2.2.1. Rownanie Cattaneo i hiperboliczne rownanie przewodnictwa cieplnego

W celu uwzglednienia w rownaniu przewodnictwa cieplnego skonczonej predkosci
rozchodzenia si¢ ciepta, Cattaneo [9, 10] i pozniej niezaleznie Vernotte [67] zaproponowali

nastgpujaca modyfikacje rownania Fouriera

t, %‘Hq — VT 2.2.1)

gdzie t, jest czasem relaksacji strumienia ciepta. Zmodyfikowane prawo Fouriera (2.2.1)

wraz z réwnaniem bilansu energii (2.1.3) stanowig hiperboliczny model przewodzenia ciepta.
Uktad rownan (2.1.3) oraz (2.2.1) mozna zredukowa¢ do jednego rownania przewodnictwa

cieplnego. W tym celu dokonujemy dywergencji obu stron rownania (2.2.1)
tkwqu—v-(kw) (2.2.2)

Nastgpnie do rownania (2.2.2) podstawiamy V-g wyznaczone z réwnania (2.1.3). Po

uporzadkowaniu otrzymujemy hiperboliczne rdwnanie przewodnictwa cieplnego

o°T oT a9
tkpCp¥+pCpE:V'(kVT)+tkE+g (223)
Dla stalej wartosci wspotczynnika przewodzenia ciepta roOwnanie (2.2.3) mozna przedstawic
w postaci [9, 10, 26, 53]
o°T oT _

k?‘l-a—avz-r +mi(tk %+gj (224)
p

t

Roéwnanie (2.2.4) opisuje propagacje fali termicznej w ciele stalym majacym wewnetrzne
zrodlo ciepta. Predkosc fali jest rowna

w=(a/t )" (2.2.5)

Dla t, =0 rownanie Cattaneo (2.2.1) redukuje si¢ do klasycznego prawa Fouriera (2.1.2),

natomiast hiperboliczne rownanie przewodnictwa cieplnego (2.2.4) redukuje si¢ do

parabolicznego rownania przewodnictwa cieplnego (2.1.1).

2.2.2. Sens fizyczny rownania Cattaneo

Z mikroskopowej analizy przewodzenia ciepta wynika, ze strumien ciepta jest opozniony w
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stosunku do gradientu temperatury wywotujacego przeptyw ciepta. Tzou [65] zaproponowat

nastgpujacy model matematyczny tego zjawiska
q(r,t+t,)=—kvT(r,t) (2.2.6)

Rownanie (2.2.6) mowi, ze po pojawieniu si¢ gradientu temperatury w chwili t, przeplyw
ciepta nastepuje w chwili t +t,, gdzie t, jest czasem opoOznienia strumienia ciepta w stosunku

do gradientu temperatury. Gesto$¢ opoOznionego strumienia ciepta jest rowna wartosci
wynikajacej z klasycznego prawa Fouriera. Po rozwinigciu lewej strony rownania (2.2.6) w

szereg Taylora pierwszego rzgdu otrzymujemy z rownania (2.2.6) rOwnanie Cattaneo
aq
q(r,t)+tkE(t,r)=—kVT(r,t) (2.2.7)

Roéwnanie (2.2.7) mozna wigc traktowaé jako szczegoélny przypadek bardziej ogdlnego
réwnania Tzou (2.2.6).

Zajmiemy si¢ teraz bardziej szczegdtowo analiza wlasciwosci rownania Cattaneo. W
celu uproszczenia rozwazan poddamy analizie przypadek jednowymiarowy (ciato

pohieskonczone). Dla tego przypadku rownanie Cattaneo przyjmuje forme

oq oT
t,—=+0, =—k— 2.2.8
k at qx 8X ( )

Zatézmy, ze chwili poczatkowej t=0, przy qX(X,O)zo, w ciele zostal wytworzony staty
gradient temperatury 6T /6x(x,t)=G. Rozwigzaniem réwnania (2.2.8) dla tego przypadku

jest funkcja
q, =—kG[1-exp(-t/t,)] (2.2.9)

przedstawiona w formie graficznej na rys. 2.2.1. Po wytworzeniu gradientu temperatury
gestos¢ strumienia ciepta wzrasta wyktadniczo od zera do wartosci wynikajacej z prawa
Fouriera (2.1.2), rownej —kG. Dla t=t, gesto$¢ strumienia ciepta Q, osigga wartos¢
wynoszaca —0,632kG. Gdyby tempo wzrostu gestosci strumienia ciepta dq, /dt bylo state i
rowne tempu poczatkowemu (tzn. dla t=0) wynoszacemu —KkG/t,, to wowczas ggstose

strumienia osiggnetaby warto$¢ koncowa wynikajaca z klasycznego prawa Fouriera po czasie

rownym czasowi relaksacji t, (patrz rys. 2.2.1). Przy t, =0 gesto$¢ strumienia ciepta

natychmiast ma wartos¢ wynikajacg z klasycznego prawa Fouriera.
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kG

0,632kG

tk t

Rys. 2.2.1. Zalezno$¢ gesto$ci strumienia ciepta od czasu po wytworzeniu w ciele potnieskonczonym statego

gradientu temperatury

Na podstawie mikroskopowej analizy zjawiska przewodzenia ciepta mozna wyciagnac
whniosek, ze strumien ciepta osigga warto$¢ wynikajacg z prawa Fouriera dopiero po ustaleniu
si¢ w danym obszarze przewodnika lokalnej réwnowagi termodynamicznej. Zgodnie z
modelem Cattaneo nastgpuje to przy t—>o. W rozwazanym przypadku réwnanie (2.2.8)

mozna takze przedstawi¢ w postaci

d(g, —9e) _ 9 —C (2.2.10)

dt t,

gdzie g =—kG. Rownanie Cattaneo moze by¢ wigc interpretowane jako zastosowanie

standardowego wyktadniczego modelu procesoOw relaksacyjnych [15] do gestosci strumienia

ciepta.
2.2.3. Warunki graniczne dla hiperbolicznego réwnania przewodnictwa cieplnego

2.2.3.1. Warunki poczgtkowe

W hiperbolicznym réwnaniu przewodnictwa cieplnego wystepuje pochodna czastkowa
drugiego rzedu temperatury wzgledem czasu. Rownanie to wymaga wiec sformutowania
drugiego warunku poczatkowego. Réwnanie hiperboliczne otrzymuje si¢ redukujac uktad
rownan rozniczkowych czastkowych pierwszego rzedu (2.1.3) oraz (2.2.1). Warunek

poczatkowy dla rownania (2.1.3) mozna przedstawi¢ jako
T(r,0)= f,(r) (2.2.11)

Warunek (2.2.11) jest takze pierwszym warunkiem poczatkowym dla hiperbolicznego

roOwnania przewodnictwa cieplnego. Warunek poczatkowy dla rownania (2.2.1) ma postac
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q(r,0)= f,(r) (2.2.12)

Drugi warunek poczatkowy dla rownania hiperbolicznego wyznacza si¢ z rdGwnania bilansu

energii dla czasu t =0 wykorzystujgc warunek (2.2.12)

ot pC,
Typowa, wynikajaca ze zjawiska opoOznienia strumienia ciepla w stosunku do gradientu

temperatury, posta¢ warunku (2.2.12) jest
q(r,0)=0 (2.2.14)

Przy uwzglednieniu (2.2.14) warunek poczatkowy (2.2.13) upraszcza si¢ do

T (r0)= 9(roT) (2.2.15)
ot pC,
W przypadku, gdy w chwili t =0 wydajno$¢ wewnetrznego zrodta ciepta jest rowna zeru lub

wewngtrzne zrodto ciepta nie wystepuje w ciele, warunek (2.2.15) przyjmuje postac¢

%_I(r,o): 0 (2.2.16)

2.2.3.2. Warunki brzegowe

Ze wzgledu na falowy charakter transportu ciepta w przypadku modelu hiperbolicznego,
warunki brzegowe dla tego modelu moga si¢ r6zni¢ od analogicznych warunkéw dla modelu
parabolicznego. Warunki brzegowe musza by¢ tak sformulowane, aby analizowane
zagadnienie miato sens fizyczny. Jest to w przypadku modelu hiperbolicznego zagadnienie
trudne, zwtaszcza w przypadku ciat ograniczonych, w ktoérych dochodzi do wielokrotnych
odbi¢ i nakladania si¢ fal [27]. Na przyklad warunki brzegowe dla modelu parabolicznego, w
ktorych wystepuje prawo Fouriera, przed zastosowaniem w modelu hiperbolicznym muszg
by¢ zmodyfikowane zgodnie z rOwnaniem (2.2.1).

W przypadku warunku brzegowego trzeciego rodzaju gesto$¢ strumienia ciepla

wymienianego przez powierzchni¢ ciala z otaczajagcym plynem okresla rownanie
0,(t) = efT.(0)- T, ] (2.2.17)

gdzie qs(t) jest niestacjonarng gestoscia strumienia ciepta wymienianego przez powierzchnig

ciala, T, (T) jest temperaturg powierzchni ciata, Tt jest temperaturg plynu otaczajacego ciato.
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W wyniku zastosowania prawa Cattaneo dla strumienia prostopadtego do powierzchni ciata

dostajemy [34]

[GT(t)l 1 {tk a,(t), qs(t)} (2.2.18)

on A ot

gdzie n jest wspotrzedng prostopadta do powierzchni ciata. Po uwzglednieniu prawej strony

roéwnania (2.2.17) otrzymujemy [4]

{%(nt)l :_%{tk%(t)”s(t)‘ﬂ} (2.2.19)

Warunki brzegowe czwartego rodzaju zaktadaja réwno$¢ temperatur oraz gestosci

strumieni ciepta w miejscu styku dwoch ciat

Ta(t) =T, (t) (2.2.20)

O (t)=as(t) (2.2.21)

W przypadku modelu hiperbolicznego nalezy wykorzysta¢ zalezno$¢ pomiedzy gradientem
temperatury a gestoscig strumienia w postaci (2.2.1), a nie prawo Fouriera (2.1.2). Przy
zalozeniu, ze dla t=0 jest q=0 mozna z réwnania (2.2.1) otrzymaé jawny zwigzek

pomigdzy strumieniem a temperaturg [5, 51]

~K i foni OT
t)=—e x| —d 2.2.22
alt)=- e [ (2222)

Wykorzystujac zaleznos¢ (2.2.22) mozna warunek (2.2.21) przedstawi¢ w postaci

—_klet/tklj'en/tkl ﬂdﬂ _ __kzet/tkzj'eq/tkz oT, i (2.2.23)
t, 0 OX t,, 0 X

2.2.4. Hiperboliczny model przewodzenia ciepla a druga zasada termodynamiki

Podczas analizy rozwigzan hiperbolicznego rownania przewodnictwa cieplnego zauwazono,
ze model hiperboliczny zezwala na samorzutny przeptyw ciepta w kierunku wzrostu
temperatury, patrz np. [58]. W takich przypadkach iloczyn skalarny g-VT jest dodatni
I zgodnie z réwnaniem (2.1.11) wydajnos¢ zrodta entropii o moze by¢ ujemna. Z réwnania
(2.1.11) wynika, ze nawet przy q-VT >0 wydajnos¢ zrodta entropii o moze by¢ dodatnia,
pod warunkiem, ze wydajnos¢ zrodla ciepta g jest dostatecznie duza. W celu wyeliminowania

niezgodnosci falowego modelu transportu ciepta z drugg zasadg termodynamiki podjeto
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liczne proby innego sformutowania falowego réwnania przewodnictwa cieplnego, patrz np.
[58]. Odmiennym sposobem rozwigzania tego problemu jest modyfikacja klasycznej
termodynamiki proceséw nierdwnowagowych opartej na postulacie lokalnej réwnowagi
termodynamicznej. Tak zwana rozszerzona termodynamika proceséw nierdwnowagowych
[24] wprowadza pojecie uogoélnionej nierownowagowej entropii, ktora jest nie tylko funkcja
klasycznych parametrow stanu, ale takze dyssypatywnych strumieni. Zgodnie z [24], w
przypadku nieodksztatcalnych przewodnikéw transportujacych ciepto, rézniczke entropii

mozna obliczy¢ z nastepujacej zaleznosci

ds= P dT ——%_q.d (2.2.24)
T kaZq a o

Po podzieleniu rownania (2.2.24) stronami przez dt i podstawieniu do niego wyrazen na ds/dt

oraz dT/dt, wyznaczonych odpowiednio z réwnan (2.1.10) i (2.1.3), otrzymuje si¢

c=3_ 9 -(tkd—q+kVTj (2.2.25)
T KkT? \*dt

Wyrazenie w nawiasach po prawej stronie réwnania (2.2.25) jest rbwne —q Wyznaczonemu z

roOwnania (2.2.1). Réwnanie (2.2.25) moze by¢ wigc przepisane w postaci

c=3,4 (2.2.26)

Z réwnania (2.2.26) wynika, ze przy ¢>0 wydajnos¢ zrodla entropii o jest zawsze
nieujemna. Hiperboliczne rownanie przewodnictwa cieplnego jest wiec zgodne z druga
zasada rozszerzonej termodynamiki procesow nierownowagowych.

Warto zauwazy¢, ze dla t, =0 réwnanie (2.2.24) redukuje si¢ do rownania (2.1.9), a
roéwnanie (2.2.25) do réwnania (2.1.11).
2.2.5. Analogia pomiedzy transportem ciepta a ruchem punktu materialnego w osrodku
stawiajgcym opor
Roéwnanie ruchu punktu materialnego w osrodku stawiajgcym opor wprost proporcjonalny do

predkosci punktu ma nastepujaca postacé

rW+m((jj—Y[V= F(t) (2.2.27)

gdzie r jest wspotczynnikiem oporu, W predkoscig punktu, m jego masa, a F(t) sitg
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zewngtrzng dziatajaca na punkt. Mozna tatwo zauwazy¢, ze réwnanie (2.2.27) ma forme
analogiczng do rownania Cattaneo (2.2.1). Porownanie tych dwoch réwnan prowadzi do
wniosku, ze ujemny gradient temperatury —VT odpowiada sile F(t), wektor gestosci
strumienia ciepta q predkosci w, opor przewodzenia ciepta 1/k wspotczynnikowi oporu r, a

iloraz t, /k masie m. Dla stanu ustalonego rownanie (2.2.27) redukuje si¢ do

rw=F (2.2.28)

a rownanie Cattaneo (2.2.1) redukuje si¢ do klasycznego rownania Fouriera (2.1.2).

Z rownania (2.2.27) wynika, ze dla danej sity 1 danego wspodtczynnika oporu im
mniejsza jest masa punktu, tym wyzsze jest tempo zmiany predkosci (przyspieszenie) punktu.
Analogicznie, dla danego gradientu temperatury i oporu przewodzenia ciepta im krotszy jest
czas relaksacji, tym wyzsze jest tempo zmiany strumienia ciepla podczas relaksacyjnego
okresu przewodzenia ciepta. Natomiast z rOwnania (2.2.28) wynika, ze w przypadku stanu
stacjonarnego im wigksza jest sita dziatajaca na punkt oraz im mniejszy jest wspoiczynnik
oporu, tym wieksza jest predkos¢ punktu. Analogicznie, im wyzszy jest gradient temperatury
oraz im mniejszy jest opor przewodzenia, tym wigkszy ptynie strumien ciepta.

Zalozmy, ze sila dziatajagca na punkt zgodnie z kierunkiem ruchu w pewnym
momencie zmienia kierunek na przeciwny. Z powodu swojej bezwiladnosci punkt przez
pewien czas porusza si¢ w tym samym kierunku, przeciwnym do kierunku sity, lecz jego
predkos¢ spada. Po pewnym czasie punkt zatrzymuje si¢, a nastepnie zaczyna poruszac si¢
zgodnie z kierunkiem dziatania sity. Taki same wtasciwoséci ma model przewodzenia ciepta
Cattaneo. Po zmianie kierunku wektora gradientu temperatury, przez pewien czas ciepto
ptynie zgodnie z kierunkiem wektora gradientu, to jest z miejsca o temperaturze nizszej do
miejsca 0 temperaturze wyzszej. Spowodowane jest to bezwladnoscig strumienia ciepta lub

mowige bardziej precyzyjnie, bezwladnoscig no$nikow ciepta, tzn. elektronow 1 fononow.

2.2.6. Rozwiqzania rownania Cattaneo dla jednowymiarowych przypadkow skokowej
zmiany gradientu temperatury

Zat6zmy, ze w punkcie X, ciala plynie stacjonarny strumien ciepta q,, =-kG,. W chwili
t =0 gradient temperatury w X, zmienia si¢ skokowo od G, do G, =const. Dla tego

przypadku réwnanie Cattaneo przybiera postac

tkdi+qX =—kG

2.2.29
ot (2.2.29)
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a warunek poczatkowy mozna przedstawi¢ nastepujaco
qx(o):qxo :_kGo (2230)
Natomiast wyrazenie na zrodto entropii (2.1.11) redukuje si¢ tu do

o =-q,(dT /dx)/T? (2.2.31)
Rozwigzaniem zagadnienia poczatkowego (2.2.29) 1 (2.2.30) jest funkcja
q, =—k[G, +(G, -G, Jexp(-t/t, )] (2.2.32)
Rozwazymy teraz cztery przypadki specjalne zagadnienia poczatkowego (2.2.29) 1 (2.2.30).

Przypadek 1, G=0. W tym przypadku poczatkowa warto$¢ gestosci strumienia ciepta
0, jest rowna zero. Jest to przypadek tozsamy z przypadkiem rozpatrywanym w punkcie

2.2.2. Rozwigzanie (2.2.32) upraszcza si¢ tutaj do formy (poréwnaj wzor (2.2.9))
q, = kG, [1—exp(-t/t, )] (2.2.33)

Ggestos¢ strumienia ciepta rosnie wyktadniczo od zera do wartosci wynikajacej z klasycznego

prawa Fouriera q,, = —kG

Przypadek 2, G=0. Tutaj rozwigzanie (2.2.32) redukuje si¢ do
q, = kG, exp(~t/t,) (2.2.34)

Po skokowym zmniejszeniu gradientu temperatury do zera, gestos¢ strumienia ciepla maleje

wyktadniczo od warto$ci poczatkowej ¢, = —kG, do zera.

Przypadek 3, G,G>0. Zmienia si¢ modut wektora gradientu temperatury, lecz jego
zwrot pozostaje niezmienny. Gesto$¢ strumienia ciepla zmienia si¢ wyktadniczo od

q,, = —KG, do q,, =—kG

Przypadek 4, G,G<0. Zaréwno modut wektora gradientu temperatury, jak i jego
zwrot ulegaja zmianie. Gesto$¢ strumienia ciepta maleje od wartosci q,, =—-kG, do zera
W czasie

t, =t In(l-G,/G,) (2.2.35)

Nastepnie zmienia si¢ kierunek przepltywu ciepta 1 gestos$¢ strumienia ciepta zaczyna wzrastac

od zera do q,, =-kG,. Dla t<t, ciepto ptynie w kierunku wektora gradientu temperatury,
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tzn. w Kierunku wzrostu temperatury. Przeptyw ten moze by¢ uzasadniony fizykalnie

bezwladnoscia noénikow ciepta. Dla t<t jest g (dT/dx)>0, czyli zgodnie z réwnaniem

(2.2.31) dostajemy o <0, co oznacza niezgodno$¢ modelu Cattaneo z drugg zasada
klasycznej termodynamiki nierownowagowe;.

Wyniki obliczen dla czterech przypadkéw omoéwionych powyzej sa przedstawione w
formie graficznej na rys. 2.2.2. Numer krzywej odpowiada numerowi odpowiedniego

przypadku.

q,/k

t /tk=0,693

n

t/t,
Rys. 2.2.2. Zaleznoé¢ q,/k od t/t, dla réznych wartosci G, oraz G, ; krzywanr 1: G, =0, G, =-2K/cm,
krzywa nr 2: G,=-2K/cm, G,=0, krzywa nr 3: G,=-1K/cm, G,=-2K/cm, krzywa nr 4:
G,=-1K/cm, G, =1K/cm

Na rysunku wida¢, ze czas, w ktorym cieplo ptynie w kierunku wzrostu temperatury, jest

rzgdu czasu relaksacji strumienia ciepta t,. Dlugos¢ relaksacyjnego okresu przewodzenia
ciepla wynosi okoto 5t, . Po tym czasie gestos¢ strumienia ciepta jest w przyblizeniu rowna

wartosci wynikajacej z klasycznego prawa Fouriera.

2.2.7. Czasy relaksacji strumienia ciepla

W ciatach statych wystepuja r6zne mechanizmy przewodzenia ciepta. Za przewodzenie ciepla
odpowiedzialne sa nosniki energii, ktorymi w przypadku metali sg elektrony i fonony, w
przypadku niemetali o budowie krystalicznej fonony. Podczas przewodzenia ciepta
przekazywanie energii nastgpuje w trakcie zderzen nosnikow. W cialach o budowie
krystalicznej moga mie¢ miejsce oddziatywania typu: elektron-elektron, elektron-fonon oraz

fonon-fonon. Kazdemu z tych oddziatywan odpowiada charakterystyczny czas relaksacji. W
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modelu Cattaneo wystepuje jeden czas relaksacji, ktory mozna interpretowaé jako $redni czas
relaksacji dla wszystkich wystepujacych w przewodniku oddziatywan nosnikow lub jako czas
relaksacji dla oddziatywan , ktore w danym przypadku sg dominujacg formg transportu ciepta.

Warto$¢ liczbowg czasu relaksacji strumienia ciepta wystepujacego w réwnaniu
Cattaneo (2.2.1) oraz w hiperbolicznym réwnaniu przewodnictwa cieplnego (2.2.3) i (2.2.4)
mozna wyznaczy¢ z zaleznosci (2.2.5) pod warunkiem, ze znana jest predkos¢ fali cieplnej.
Do tej pory nie przeprowadzono jednak systematycznych pomiaréw predkosci fali cieplnej w
materiatach majacych znaczenie inzynierskie. W literaturze sg dostgpne jedynie bardzo
nieliczne i szczatkowe dane. Dlatego tez najczgsciej zachodzi konieczno$¢ oszacowania czasu
relaksacji strumienia ciepta na podstawie analizy fizykalnej mechanizmu transportu ciepta lub
uzycia wzorow sformutowanych na podstawie bardzo uproszczonych modeli zjawiska. W
ogolnosci czas relaksacji jest funkcjg temperatury [64, 66]. Przewiduje sie, ze jego wartos¢
jest szczegoblnie duza dla temperatur lezacych w poblizu zera bezwzglednego. Wynika to ze
zwigzku pomig¢dzy czasem relaksacji a srednig droga swobodng nos$nikow ciepta - elektronow
1 fonondow. W miar¢ obnizania temperatury przewodnika rosnie $rednia droga swobodna
nosnikow, a tym samym wzrasta czas relaksacji. Na przyklad, w przypadku krystalicznego
helu $rednia droga swobodna fononéw wzrasta 1000 razy po obnizeniu temperatury od 1,04 K
do 0,7 K [6].

Bezposredniego pomiaru predkosci fali termicznej pierwszy dokonat Peshkov [56].
Uzyskal on dla nadcieklego helu II o temperaturze 1,4 K wynik 19 m/s. Ackerman et al. [1]
zmierzyli predkos¢ fali termicznej w helu w stanie statym, wynosita ona okoto 160 m/s. Tzou
[63] na podstawie pomiaru predkosci propagacji szczeliny w stali 4340 o temperaturze 480 °C
[71] oszacowatl, ze predkos¢ fali termicznej w badanym przypadku jest rzedu 900 m/s, co daje
czas relaksacji rzedu 10 s. Kaminski [25] zmierzyl predkos¢ propagacji ciepta w ciatach o
ztozonej strukturze zawierajacych wilgo¢ (m.in. w: piasku, NaHCO3, warstwie szklanych
kuleczek) otrzymujac wartosci od 0,064 do 0,152 mm/s.

Ponizej zostang podane wartosci liczbowe lub metody wyznaczania predkosci fali
termicznej lub czasu relaksacji strumienia ciepla, jakie proponowane sg w literaturze. Szersze
uzasadnienie podanych warto$ci i metod mozna znalez¢ we wskazanych publikacjach.

Chester [12] zaproponowat, aby w przypadku krystalicznych niemetali przyjmowac
predkos¢ fali termicznej rowna W /43, gdzie w. jest predkoscig fononow. Weymann [69]
stwierdzil, ze najczeSciej predkos¢ fali termicznej w ciatach statych jest znacznie mniejsza od

predkosci dzwigku. Mozliwe sg jednak przypadki, ze predkos¢ ta bedzie nawet 10 razy
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wigksza od predkosci dzwigku. Baumeister et al. [5] podali, ze zazwyczaj dyfuzyjnos¢ cieplna
a jest okolo 10 rzedéw mniejsza niz kwadrat predkosci fali termicznej w?. Maurer [48]
oszacowal, ze czas relaksacji dla jednowarto$ciowych metali w temperaturze 0°C jest rz¢du
10 s. Chan et al. [11] przewiduja, ze predkos¢ fali termicznej w ciatach krystalicznych jest
zawarta w przedziale od predkosci dzwieku do predkosci gazu elektronow swobodnych, tzn.
od 5000 m/s do 87000 m/s dla umiarkowanych temperatur. Poniewaz dominujacg forma
transportu ciepla w niemetalach jest transport fononowy, a w metalach transport elektronowy,
ta pierwsza warto$¢ jest wlasciwsza dla niemetali, a druga dla metali.

Vedavarz etal. [66] podali szacunkowe warto$ci czasow relaksacji dla roéznych
materiatow 1 dla trzech zakreséw temperatury: dla temperatur kriogenicznych, dla temperatur

pokojowych i dla temperatur wysokich. Przyktadowo, dla aluminium czas relaksacji wynosi

410" s dla temperatury pokojowej oraz

10" -10"° s dla temperatur kriogenicznych, 10
<10 s dla wysokich temperatur. Czas relaksacji dla nadprzewodnikéw niskotemperaturo-
wych dla temperatur kriogenicznych jest réwny 10®s, natomiast dla nadprzewodnika
wysokotemperaturowego YBaCuO czas ten ma warto$é 10™° s dla temperatur kriogenicznych
oraz 10™*? s dla temperatury pokojowej. Dla zywych tkanek czas relaksacji wynosi 10-1000 s
dla temperatur kriogenicznych oraz 1-100 s dla temperatury pokojoweyj.

Wz6r na predkos¢ fali termicznej oparty na modelu mikroskopowym podat Tzou [64]

kg
W= (2.2.36)
CeCd

gdzie wspotczynnik G charakteryzujacy site oddziatywania elektron-fonon mozna, w zakresie

obowigzywania prawa Widemanna-Franza-Lorenza, obliczy¢ z zalezno$ci
G =z*(n,w,K) /k (2.2.37)
We wzorach (2.2.36) i (2.2.37) C,, C, sa odpowiednio pojemnosciami cieplnymi gazu

elektronowego i sieci krystalicznej, k wspotczynnikiem przewodnictwa cieplnego, n, liczba

elektronow w jednostce objgtosci, W, predkoscia dzwigku, K stata Boltzmanna.
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2.3. Model relaksacyjny

2.3.1. Bezwtadne Zrédlo ciepla oraz niestacjonarna wydajnosé Zrodla

Z rownania (2.1.8) wynika, ze w przypadku zaleznosci wydajnosci zrédta ciepta od
temperatury, zmiana temperatury skutkuje natychmiastowg zmiang wydajnosci zrddia,
odpowiednig do zmiany temperatury. W rzeczywistosci zrodto osigga nowa wydajno$¢ z
pewnym opdéznieniem. Mozemy powiedzie¢, ze takie zrdédlo charakteryzuje si¢
bezwltadnos$cig, a jego wydajnos¢ podlega zjawisku relaksacji. Oznacza to, ze zrodta, ktorych
wydajno$¢ opisuje taka sama funkcja moga w rzeczywistosci produkowac rozne ilosci ciepta,
w zalezno$ci od tego, czy proces przewodzenia i generacji ciepla jest stacjonarny, czy
niestacjonarny. Wydajno$¢ zrédla zdefiniowang rownaniem (2.1.8) nazwiemy stacjonarng
wydajnoscig zrodta. Podobnie jak prawo Fouriera (2.1.2) wydajnos$¢ stacjonarna powinna by¢
w zasadzie wykorzystywana tylko do opisu stacjonarnych zjawisk przewodzenia ciepta.

Przyktadem bezwladnego zrédia ciepta, ktérego wydajnosé zalezy od temperatury,
moze by¢ zrodlo ciepta Joule'a w przewodniku transportujacym prad elektryczny. Niech
oporno$¢ elektryczna przewodnika zalezy od temperatury. Wowczas po zmianie temperatury
nastgpuje zmiana opornosci przewodnika, a nastgpnie odpowiednia zmiana wydajnosci Zrodla
ciepta Joule'a, ktora jest opozniona w stosunku do zmiany temperatury. Wydajnos¢ takiego
zrodta ciepta podlega wigc zjawisku relaksacji.

Wprowadzimy teraz pojecie niestacjonarnej wydajnosci zrodta ciepta. Zatozymy, ze
podczas procesu relaksacji niestacjonarna wydajnos¢ zrodta, ¢,, zmierza do wydajnosci

stacjonarnej g zgodnie z funkcja wyktadniczg. Wowczas mozemy napisac [36, 37, 41-47]

tg%+gt =g (2.3.1)
gdzie t, jest czasem relaksacji wydajnosci zrodla bedacym miarg op6éznienia g, w stosunku
do g. Réwnanie (2.3.1) ma posta¢ analogiczng do roéwnania (2.2.1) i moze byé ono
interpretowane jako zastosowanie standardowego wyktadniczego modelu relaksacji do
wydajnosci zrodta ciepta. Dla t; =0 otrzymuje si¢ z rownania (2.3.1) rownos¢ ¢, =g.
Wielko$¢ czasu relaksacji wydajnosci wewngtrznego zrodla ciepta zalezy od charakteru
zrodta. Na przyktad, dla Zrédta ciepta Joule'a w technicznym nadprzewodniku wielkos¢ te
mozna oszacowac na rzad od kilku dziesigtych ms do kilku ms [8].

Wydajnos¢ wewnetrznego zrodla ciepta g wystepujaca m.in. w réwnaniach (2.1.1),

(2.1.3) 1 (2.2.3) jest wydajnoscia stacjonarng i jak uzasadniono to powyzej powinna by¢ ona
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wykorzystywana tylko w stacjonarnym réwnaniu przewodnictwa cieplnego, chyba ze g nie
zalezy ani od temperatury, ani od czasu. Takze gdy dynamika procesu przewodzenia ciepta
jest niewielka lub bezwtadno$¢ zrodta ciepta jest nieznaczna, rownania przewodnictwa w
postaci (2.1.1) oraz (2.2.3), ktore nie uwzgledniajg relaksacji wydajnosci zrodia, daja
wystarczajaco doktadne wyniki.

Wprowadzony tu relaksacyjny model generacji ciepta nalezy traktowac jako jedno z
narzedzi umozliwiajgce lepsze modelowanie procesu generacji ciepta w przewodniku. Mozna
go na przykltad uzy¢ wszedzie tam, gdzie zachodzi potrzeba '"zlagodzenia" skokow
wydajnosci zrodta. Model ten jest bardzo uniwersalny, mozna go zastosowac dla zrédla o
dowolnej wydajnosci stacjonarnej, tzn. niezaleznie od postaci funkcji (2.1.8). Model ten jest
zwlaszcza przydatny dla zrodel, ktorych stacjonarna wydajno$¢ zalezy od temperatury.
Nieuwzglednienie bowiem w takich przypadkach wplywu bezwladnosci zrodia na pole
temperatury moze prowadzi¢ do znacznych btgdow obliczen, jako ze wplyw ten akumuluje

si¢ wraz z uptywem czasu.

2.3.2. Sens fizyczny bezwladnego irodla ciepla
Wilasciwosci rownania (2.3.1) definiujacego niestacjonarng wydajnos$¢ Zrodta ciepta zostang
zilustrowane przyktadem wilaczenia w ciele zrodia ciepta o stalej wydajnosci. Niech w chwili

t=0 przy g,=0 zostanie wlaczone zrodto o wydajnosci g =g, =const. Wowczas

rozwigzaniem roOwnania (2.3.1) jest funkcja
g, = g, [L-exp(-t/t, ) (2.32)

analogiczna do funkcji (2.2.9) 1 (2.2.33) opisujacych relaksacje strumienia ciepta. Zgodnie z
rownaniem (2.3.2) niestacjonarna wydajnos¢ zrodta wzrasta wyktadniczo od zera do wartosci

stacjonarnej g,. Dla t=t, otrzymujemy g, =0,632g, . Jezeli dg, /dt(t) miatoby stata wartos¢
rowng g /t,, to wowczas gt(tg): d.. Przy t, =0, g, natychmiast osiaga warto$¢ g, gdyz
réwnania (2.3.1) oraz (2.3.2) redukuja si¢ do g, = g. Przebieg funkcji (2.3.2) przedstawiono
narys. 2.3.1.

Relaksacje wydajnosci Zrddta mozna rozumie¢ jako zjawisko skonczonej predkosci
dostosowywania si¢ wydajno$ci do zmian parametrow, od ktorych zalezy wydajno$¢.
W przypadku zZrodta pozbawionego bezwladnos$ci, kazdej zmianie parametrow towarzyszy
natychmiastowa zmiana wydajno$ci. Natomiast niestacjonarna wydajnos¢ Zrodta

bezwladnego narasta ze skonczong predkoscia do nowej wartosci odpowiadajgcej zmienio-
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nym parametrom.

2.3.3. Relaksacyjne rownanie przewodnictwa cieplnego

Relaksacyjny model matematyczny przewodzenia i generacji ciepta sktada si¢ z rownania
Cattaneo (2.2.1), rownania definiujagcego niestacjonarng wydajnos¢ wewnetrznego zrodia
ciepta (2.3.1) oraz rownania bilansu energii w postaci (2.1.3), w ktorym stacjonarna

wydajno$¢ zrodla jest zastapiona przez wydajnos¢ niestacjonarng

9

0,632g_

t t
9

Rys. 2.3.1. Zalezno$¢ niestacjonarnej wydajnos$ci wewngtrznego zrodla ciepta od czasu po wiaczeniu zrodta o

statej wydajnosci stacjonarnej

oT
Py S =V-arg, (23.3)

Eliminacja z réwnan (2.2.1), (2.3.1) i (2.3.3) q oraz g, prowadzi do nastgpujacego

relaksacyjnego rownania przewodzenia i generacji ciepta [36, 37, 41-47]

3 2
tt, ‘;—LL (t, +tg)aat—z+% =tga§va +aveT +pci[tk %g+ g) (2.3.4)

p

Roéwnanie (2.3.4) mozna réwniez uzyskaé z rownan (2.2.4) oraz (2.3.1). Po zastgpieniu w

rOwnaniu (2.2.4) g przez g, i wyeliminowaniu g, z uktadu (2.2.4) i (2.3.1) w wyniku
dostajemy rowniez roéwnanie (2.3.4). Réwnanie (2.3.4) uwzglednia zar6wno skonczong
predkos¢ rozchodzenia si¢ ciepta (relaksacje strumienia ciepta) jak i1 relaksacje wydajnosci
wewngtrznego zrodla ciepta. Dla t; =0 rownanie (2.3.4) redukuje si¢ do hiperbolicznego

réwnania przewodnictwa cieplnego w postaci (2.2.4), natomiast dla t, =t, =0 réwnanie to

redukuje si¢ do parabolicznego rownania przewodnictwa cieplnego (2.1.1).
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W og6lnosci stacjonarna wydajnos$¢ zrédla ciepta g moze by¢ funkcja wspotrzednych,
czasu i temperatury. W przypadku, gdy g nie zalezy od temperatury, rownanie (2.3.1) nie jest
sprz¢zone z rOwnaniami (2.2.1) oraz (2.3.3) i mozna je scalkowac oddzielnie [36]. Wowczas
po wyrugowaniu g z uktadu réwnan (2.2.1) i (2.3.3) i podstawieniu wyrazenia na g,
otrzymuje si¢ réwnanie relaksacyjne, ktére jest rownaniem rézniczkowym czastkowym
drugiego rzedu. Rownanie to ma postac (2.2.4), z tym ze stacjonarna wydajnos$¢ zrodia g jest

zastgpiona funkcja opisujaca wydajnos¢ niestacjonarng g, .

2.3.4. Relaksacyjne rownanie przewodnictwa cieplnego a druga zasada termodynamiki

Sprawdzimy, czy wprowadzenie niestacjonarnej wydajnosci zrodta ciepta g, do réwnania

bilansu energii (2.1.3) moze spowodowa¢ naruszenie drugiej zasady termodynamiki.

W rozwazanym przypadku rownanie (2.1.12) przyjmuje forme

2
g:%+_k(:z) (2.3.5)
a réwnanie (2.2.26) przechodzi w
2
0=%+ qu?_ (2.3.6)

Zgodnie z réwnaniami (2.3.5) 1 (2.3.6) calkowita wydajnos¢ zrédta entropii jest sumg dwoch
sktadnikow: pierwszego wynikajacego z generacji ciepla przez zrédlo 1 drugiego
wynikajacego z nieodwracalnego przewodzenia ciepta. Drugi sktadnik jest zawsze nieujemny.

W celu zbadania, czy pierwszy skladnik tej sumy moze by¢ ujemny przy g¢g=0,
przeanalizujemy ewolucje g, po zmianie g 0 pewien przyrost Ag. Zatozymy, ze w chwili

poczatkowej g, = . Rozwigzaniem roéwnania (2.3.1) dla g +Ag =const jest funkcja

g, = g +Aglt-exp(-t/t, )] 2.3.7)

Z réwnania (2.3.7) wynika, ze dla g+Ag >0 réwniez g, >0, poniewaz 1> exp(t/tg)ZO.
Stad wniosek, ze przy g >0 wydajnos¢ zrodia entropii o okreslona rownaniami (2.3.5) i

(2.3.6) jest rowniez zawsze nieujemna. Charakterystyczng cechg modelu bezwladnego zrodia

ciepta danego réwnaniem (2.3.1) jest to, ze po kazdej zmianie g, g, zmierza do g, aby
0siagna¢ je w granicy dla t—oo. Tak dlugo jak g jest dodatnie, g, jest takze dodatnie.

Mozna wigc na podstawie przeprowadzonej tu analizy stwierdzi¢, ze wprowadzenie
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niestacjonarnej wydajnosci zrodta ciepta do réwnania bilansu energii nie prowadzi do
przekroczenia drugiej zasady termodynamiki. Do badania wlasciwo$ci réwnania (2.3.1)
mozna rowniez postuzy¢ si¢ analogia pomiedzy tym réwnaniem, a rownaniem (2.2.27). Tak
jak punkt materialny nie zmieni kierunku ruchu, gdy kierunek dziatania sity jest staty, tak
niestacjonarna wydajno$¢ zrodta nie zmieni znaku przy stalym znaku wydajnosci

stacjonarne;j.

2.3.5. Relaksacyjny model przewodzenia i generacji ciepta w zmiennych bezwymiarowych

Zdefiniujemy nast¢pujace zmienne bezwymiarowe

X = x/(2wt, ) (2.3.8)

Y =y/(2wt, ) (2.3.9)
Z=z/(2wt,) (2.3.10)
r=t/(2t) (2.3.11)
O=T-T)I(T,-T,) (2.3.12)
®=q/fwpc, (T, -T,)] (23.13)
W =gt [pc, (T, —T,)] (2.3.14)

gdzie X, Y, Z sg bezwymiarowymi wspotrzgdnymi liniowymi, 7 jest bezwymiarowym czasem,
® bezwymiarowa temperaturg, ® wektorem bezwymiarowej gestosci strumienia ciepla, ¥
bezwymiarowg wydajnoscia wewnetrznego zrodta ciepta, w predkoscia fali termicznej, a T,
I T, sa dowolnymi temperaturami odniesienia. W szczegdlnosci moze by¢ T, =0.

Sens fizyczny bezwymiarowego czasu i bezwymiarowej temperatury jest oczywisty.
Ponizej zajmiemy si¢ interpretacja fizyczng pozostaltych zmiennych bezwymiarowych.
Bezwymiarowa wspotrzgdna jest rowna potowie ilorazu wspotrzednej wymiarowe] przez

odlegtos¢, Ar,, jaka przebywa front fali termicznej w czasie t, . Odlegtos¢ t¢ okresla rownanie
Ar, = Wt, (2.3.15)

Bezwymiarowg gestos$¢ strumienia ciepta Baumeister i Hamill [5] nazwali kondukcyjna liczba
Stantona, z uwagi na to, ze prawa strona rownania (2.3.13) jest tozsama z definicjg liczby

Stantona dla ptynu omywajgcego $cianke. Jak wiadomo liczba Stantona jest wykorzystywana
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przy rozpatrywaniu analogii pomi¢dzy zjawiskami wymiany ciepta oraz pedu. Wyrazenie na
wektor bezwymiarowej gestosci strumienia ciepta (2.3.13) mozna przeksztalci¢
tozsamos$ciowo do postaci

_ AALQ
AAArkpCp(Tm _TO)

(2.3.16)

® mozna wigc takze interpretowac jako stosunek ciepta, ktore przeptywa przez powierzchnig

AA w czasie t,, do przyrostu entalpii elementu o objetosci AAAr, spowodowanego wzrostem

jego temperatury od T, do T, gdzie Ar, jest odlegtoscia, jaka pokonuje front fali w czasie t,

(wzor 2.3.15).
Wyrazenie na bezwymiarowa wydajno$¢ wewnetrznego zrodla ciepla mozna
przedstawi¢ w formie

_ AVgt,
AVpCp (Tm _TO)

(2.3.17)

Y jest wigc stosunkiem ciepta wydzielonego w elemencie o objetosci AV w czasie t, do

przyrostu entalpii tego elementu spowodowanego wzrostem jego temperatury od T, do T, .

Z definicji (2.3.11) wynika, ze bezwymiarowy czas relaksacji strumienia ciepta
7, =05. Dla przypadku jednowymiarowego (obecnie najcze$ciej analizowanego w
literaturze) w czasie At front fali termicznej przemieszcza si¢ 0 Ax = WAL, stad po podzieleniu

tego roOwnania stronami przez 2wt, i uwzglednieniu definicji (2.3.8) 1 (2.3.11) otrzymujemy

AX =At. Jezeli dla t=0 byloby x=0, to woéwczas otrzymalibySmy dla frontu fali
zalezno$¢ X =7 .

Bezwymiarowa forma réwnania bilansu energii (2.3.3) jest nastgpujaca

D _v.oio2w (2.3.18)
or ‘

bezwymiarowa forma réwnania Cattaneo (2.2.1) ma postac

P 2= -ve (2.3.19)

or

Natomiast bezwymiarowa forma réwnania (2.3.1) definiujgcego niestacjonarng wydajnos¢
zrodia ciepta jest
oY

rp =Y (2.3.20)
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W réwnaniu (2.3.20) 7, =t /(Ztk) jest bezwymiarowym czasem relaksacji wydajnosci
wewnetrznego zrodta ciepta. Dla przypadkow, w ktorych procesy relaksacji moga by¢
pominiete, rownania (2.3.19) i (2.3.20) odpowiednio przybierajg forme

20 =-VO (2.3.21)

¥ =y (2.3.22)

Uktad réwnan (2.3.18) - (2.3.20) mozna zredukowa¢ do nastepujacego relaksacyjnego

réwnania przewodnictwa cieplnego

3 2
. a?+(21'g+1)a ?+2a—®=r9ﬁv2@+v2®+2a—‘y+4w (2.3.23)
or ot or or or

T

Roéwnanie (2.3.23) uwzglednia skonczonag predko$¢ rozchodzenia si¢ ciepta (relaksacje
strumienia ciepla) oraz relaksacj¢ wydajno$ci wewnetrznego zrddla ciepta. Jest ono
bezwymiarowa forma réwnania (2.3.4). W przypadku uwzglednienia skonczonej predkosci
rozchodzenia si¢ ciepta, przy pominigciu relaksacji wydajnosci wewngtrznego zrodia ciepta,
przewodzenie ciepta opisuje uktad réwnan (2.3.18), (2.3.19) 1 (2.3.22). Uklad ten moze by¢
zredukowany do nastepujacego klasycznego hiperbolicznego réwnania przewodnictwa
cieplnego, ktore jest bezwymiarowg formg réwnania (2.2.4)
0’0 00 ov

P +28—=V2®+28—+4‘P (2.3.24)
T T T

Roéwnanie (2.3.24) mozna takze uzyska¢ z rownania (2.3.23) po podstawieniu w nim 7, =0.

W przypadku uwzglednienia relaksacji wydajnosci wewngtrznego zrddla ciepta, przy
pomini¢ciu relaksacji strumienia ciepta, model przewodzenia ciepta sktada si¢ z uktadu
rownan (2.3.18), (2.3.20) 1 (2.3.21), ktéry mozna zredukowaé¢ do nastgpujacego réwnania

przewodnictwa

2
2r 00 20 0 2g,viesaw (2.3.25)

9072 or ‘or

Bezwymiarowa forma klasycznego parabolicznego réwnania przewodnictwa cieplnego
(2.1.1) jest nastepujaca

2g—®=vz®+4w (2.3.26)
T

Rownanie to powstalo poprzez wyeliminowanie @ oraz ¥, z uktadu (2.3.18), (2.3.21) 1

(2.3.22). Rownanie to mozna takze otrzymaé przez podstawienie do réwnania (2.3.25)
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7, =0. W przypadku ciat o matym oporze cieplnym, dla ktorych mozna przyja¢, ze gradient

temperatury jest w przyblizeniu réwny zeru, pole temperatury opisywane jest ukladem

ztozonym z réwnania (2.3.18), w ktérym podstawiono V-® =0, oraz z roéwnania (2.3.20).

Uktad ten mozna zredukowa¢ do nastgpujacego zwyczajnego réwnania rdézniczkOowego

drugiego rzgdu

d’e  de
7t o=

dr®  dr

7, 29 (2.3.27)

Dla 7, =0 rownanie (2.3.27) redukuje si¢ do nastgpujacego szczegdlnego przypadku
parabolicznego réwnania przewodnictwa cieplnego (réwnanie (2.3.26) dla V@ =0)

3—? =2¥ (2.3.28)

Charakterystyczna cecha bezwymiarowego modelu transportu ciepta ze skonczong
predkoscia jest to, ze bezwymiarowy czas relaksacji strumienia ciepla nie wystepuje w nim
jako jawny parametr (patrz np. rOwnania (2.3.23) i (2.3.24)). Zgodnie z definicjg (2.3.11)
bezwymiarowy czas relaksacji strumienia ciepta jest statg o wartosci 0,5. Bezwymiarowy czas
relaksacji wydajno$ci wewngtrznego zrddla ciepta jest natomiast jawnym parametrem w
roOwnaniu relaksacyjnym (patrz np. réwnanie (2.3.23)). Czesto podczas analizy rozwigzan
réwnan przewodnictwa cieplnego uwzgledniajacych skonczona predkos$¢ strumienia ciepla
uzywane s3 pojecia rozwigzan dla krotkiego 1 dlugiego czasu. Kryterium rozstrzygajacym,
czy czas obserwacji zjawiska rozchodzenia si¢ ciepta jest czasem krotkim, czy diugim,
powinien by¢ czas relaksacji. Czasy porownywalne z czasem relaksacji 1 czasy od niego
mniejsze, powinny by¢ zaliczone do czas6w krotkich, natomiast czasy znacznie dtuzsze od
czasu relaksacji powinny by¢ uznane za diugie. Przyktadowo, czas rzedu nanosekund jest

bardzo dtugi np. dla jednowartosciowych metali, dla ktorych czas relaksacji strumienia ciepta
t, =10"*s [48], i bardzo krotki dla cial o ztozonej strukturze wewnetrznej [25], dla ktorych t,

moze by¢ rzgdu dziesigtek sekund. Poniewaz bezwymiarowy czas relaksacji strumienia ciepta

7, =05, z punktu widzenia relaksacji strumienia ciepla bezwymiarowe czasy rzgdu do

kilkunastu mozna zakwalifikowaé do czasow krotkich.

2.3.6. Warunki graniczne

W  relaksacyjnym rownaniu przewodnictwa cieplnego wystepuje trzecia pochodna

temperatury wzglegdem czasu. Dlatego tez musi by¢ sformutowany trzeci warunek
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poczatkowy postaci

aazt—z(r,o): f,(r) (2.3.29)

Warunek ten uzyskuje si¢ wykorzystujac warunek poczatkowy dla réwnania (2.3.1), ktérego
ogolna postaé jest nastepujaca

g:(r.0.T)=f,(r) (2.3.30)

Typowa posta¢ warunku poczatkowego (2.3.30), wynikajgca z sensu fizycznego

niestacjonarnej wydajnosci zrodta, g,, jest nastepujaca
g.(r0,T)=0 (2.3.31)

Wprowadzajac zaleznos¢ (2.3.31) do réwnania (2.3.1) dla t =0 dostajemy

B ror)-9r2T) (23.32)

t

Z réwnania (2.2.4), w ktorym ¢ zastgpujemy przez g,, otrzymujemy dla t =0

2
0 I (r,O):—lg(r,0)+EVZT(r,O)+i{%(r,O,T)+M} (2.3.33)
ot t, ot t, pCc,| ot t,

%(r,O,T) wystepujace w rownaniu (2.3.33) zastepujemy teraz przez prawa stron¢ rownania

(2.3.32) i wykorzystujemy warunek (2.3.31)

2
OT (r0)=- 2 (r0)+ 2 v2T(r,0)+ 9(r0.T) (2.3.34)
t, ot t, t,oC,
W szczegolnosci, gdy
T(r,0)=const (2.3.35)
%(r,o)= 0 (2.3.36)
g(r.0,T)=0 (2.3.36)
to
2
9T (r0)=0 (2.3.37)
atZ

Warunki brzegowe dla zagadnien relaksacyjnych maja analogiczng form¢ do

warunkéw brzegowych wystepujacych w zagadnieniach hiperbolicznych.
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